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1. furies mwkrivebi 
 
trigonometriuli mwkrivi ganimarteba Semdegnairad 

ijx

j

j

c e




                                       (1.1). 

vTqvaT  1f L T  da  

   
1

2

ijt

j j

T

c c f f t e dt


   .                              (1.2) 

maSin (1.2)-s uwodeben f  funqciis furies koeficients, xolo (1)-s 

ki f  funqciis furies mwkrivs e. i. 

  ijx

j

j

f c f e




 . 

 

aRvniSnoT  ,nS f x -iT f  funqciis furies mwkrivis n -uri kerZo 

jami, e. i. 

 
| |

, : ijx

n j

j n

S f x c e


 . 

maSin advili dasanaxia, rom  

   0

1

,
n

ijx ijx

n j j

j

S f x c c e c e





    

    0

1

cos sin
n

j j j j

j

c c c jt i c c jt 



      

0

1

cos sin
2

n

j j

j

a
a jt b jt



    

sadac 

   
1 1

cos , sinj j

T T

a f t jtdt b f t jtdt
 

   . 

amocana. daadgineT ra saxe aqvs furies mwkrivs luwi da kenti 
funqciebisaTvis. 
 
samarTliania Semdegi 
 

Teorema. vTqvaT trigonometriuli mwkrivi (1.1) krebadia  1L T  

sivrcis normiT, maSin is warmoadgens   1f L T  funqciis furies 

mwkrivs. 
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damtkiceba. davafiqsiroT j  ricxvi da ganvixiloT Semdegi 

mimdevroba 

      : ijt

n nf t f t S t e  . 

Teoremis pirobis ZaliT mocemuli mimdevroba krebadia 0 -ken  1L T  

sivrcis normiT. meores mxriv 

        

    

1 1

2 2

1
, | |

2

ijt ijt

j n n

T T

ijt

n j

T

c f f t S t e dt S t e dt

f t S t e dt c n j

 



 



  

   

 



, 

maSasadame, 
 

 
1

| | 0,j j nc f c f n    . 

 

Teorema (riman-lebegi). vTqvaT  1f L T . maSin 0,| |jc j  . 

damtkiceba. nebismieri 0   -Tvis arsebobs  p t  trigonometriuli 

polinomi iseTi, rom  

1
f p   . 

vTqvaT  0 degn ree p  da 0j n . maSin advili dasanaxia, rom 

    
1

2

ijt

j

T

c f t p t e dt


   

da maSasadame 

1jc f p    . 

Teorema damtkicebulia.  
 
CavweroT furies mwkrivebis kerZo jamebi integraluri saxiT.  

      ( )

| | | |

1 1 1
,

2 2

ijt ixt ij x t

n

j n j nT T

S f x f t e dt e f t e dt
 

 

 

   
    

  
    

   
1

n

T

f t D x t dt


   

sadac,  

 
| |

1

2

ijt

n

j n

D t e


   

da mas uwodeben dirixles guls.. 
 
SeviswavloT dirixles gulis zogierTi Tviseba. advili dasanaxia, 
rom 

 
   

 
 2 1 1 int

int

/ 2 / 2 / 2

sin 1/ 21 1 1 1

2 1 2 2 sin / 2

i n t i n t

n it it it it

n te e e
D t e

e te e e

  




 
  

 
. 
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maSasadame 

 
1

1n

T

D t dt


 , 

 | | 1/ 2nD t n  . 

radganac 
2

sin , 0
2

x x x



    

miviRebT 

  , 0
2

nD t t
t


   . 

SemoviRoT aRniSvna 

 
         

   
1*

sin 1/ 2 sin 1/ 2 sin
:

2 4sin / 2 2 tan / 2

n n

n

n t n tD t D t nt
D t

t t


  

    

SevniSnoT, rom 

   
     1*

cos

2 2

n n

n n

D t D t nt
D t D t


   . 

miviRebT 

           * *1 1
, cos ,

2
n n n n

T T

S f x f t D x t dt f t n x t dt S f x A
 

       , 

sadac 0nA  . maSasadame 

 

     *, , 1n nS f x S f x o  . 

 
advili dasanaxia, rom 

 
 
1 1

:
2 tan / 2

t L
t t


 

     
 

 

amitom miviRebT, rom 

   
 

 
sin1

, 1n

T

n x t
S f x f t dt o

x t


 

 . 

advili dasanaxia, rom 
 

 * 1 1/ 2 1/ 2
| |

2
n

n n
D t n

   
  , 

 *1
1n

T

D t dt


  

da 
 

 * , 0
2

nD t t
t


   . 

cxadia, rom 
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     
   

 

      

* * *

*

[0, )

1 1
,

2

1

n n n

T T

n

f x t f x t
S f x f t D x t dt D t dt

f x t f x t D t d


 



  
  

   

 



. 

 
samarTliania Semdegi 
  

Teorema (dini). vTqvaT  f L T  da arsebobs ricxvi A  iseTi, rom 

 

   

0,
2

f x t f x t dt
A

t


  
    

maSin 

 lim ,n nS f x A  . 

damtkiceba. advili dasanaxia, rom 

 
 

   

 
*

0,

2 sin
,

2 2 tan / 2
n

f x t f x t nt
S f x A A dt

t




    
      

  
  

   

 
 

1

2 2 tan / 2

f x t f x t
A L T

t

   
  

 
 

maSasadame  

   *lim , lim ,n n n nS f x S f x A   . 

Teorema damtkicebulis. 
 
SemoviRoT Semdegi aRniSvna 
 

     1

1
,

2
T

w f x f x u f u du


   . 

samarTliania Semdegi 
 

Teorema (marcinkieviCi). vTqvaT  f L T  da 

 

 1

0,

,
dt

w f t
t



  . 

maSin 
 

   lim ,n nS f x f x     T. y. 

damtkiceba. vTqvaT 

 
 

   
0,

: 0.
dt

I x f x t f x
t



     

tonelis Teoremis gamoyenebiT miviRebT 
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 
   

   
 

 1

0,2 0, 0,

1 1
,

2 2
T

dt dt
I x dx f x t f x dx w f t

t t
  

 
         . 

maSasadame 

 I x    T.y. 

 

     
0,

| 2 |
dt

f x t f x t f x
t



       T.y. 

 
Teorema damtkicebulia. 
 
 
 

სავარჯიშოები 

 

1.1 მოცემული ფუნქცია გაშალეთ ფურიეს მწკრივად მითითებულ შუალედში: 

ა)    , ,f x x x     ; 

ბ)    , 0,2
2

x
f x x





  ; 

გ)    | |, ,f x x x     ; 

დ)    2 , ,f x x x     ; 

ე)    2 , 0,2f x x x   . 

 

1.2  შეისწავლეთ კრებადობაზე შემდეგი ტრიგონომეტრიული მწკრივი 

 

ა) 
1

cos cos 2 cos
2

x x nx      

ბ) sin sin 2 sinx x nx     

 

1.3  დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა 
2

2
1

8 sin
| sin |

4 1n

nx
x

n








 . 

 

1.4  შეისწავლეთ წერტილოვან და თანაბარ კრებადობაზე შემდეგი მწკრივი: 

 

ა) 
1

sin

n

nx

n





 ;      ბ)  
1

cos

n

nx

n





 . 

 

1.5  ვთქვათ მოცემულია 

1

sinv

v

a vx




  
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მწკრივი, სადაც 
1v va a   და  0va  . დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია 

შემდეგი: იმისათვის რომ მოცემული მწკრივი იყოს თანაბრად კრებადი 1R -ზე 

აუცილებელი და საკმარისია რომ 0vva  . 

 

 

 

2. uwyveti funqciis furies mwkrivebi 
 

 
 
SemoviRoT lebegis konstantis cneba, romelic Semdegnairad 
ganimarteba 

 
1

1
: 2 | | , 0n n n

T

L D D t dt n


   . 

advili dasanaxia, rom 

     
1

| ,0 | | || | || ||n n n

T

S f f t D t dt f L


  . 

maSasadame 

 
 

,|| || 1

sup | 0, |n n
f C T f

S f L
 

 ,                                                     (2.1) 

meores mxriv, Tu ganvixilavT 
 

   sgnn nf t D t  

maSin 

|| || 1nf   

 
da maSasadame  

 
 

,|| || 1

sup | 0, |n n
f L T f

S f L
  

 . 

უფრო მეტიც, სამართლიანია შემდეგი ტოლობა 

 
 

,|| || 1

sup | 0, |n n
f C T f

S f L
 

 , 

მართლაც 

განვიხილოთ შემდეგი უწყვეტი ფუნქცია 

 

 

 

 

1, 0

1, 0

:

2 1

n

n

D t

D t

g t

n



 


 


 


garda mcire zomis intervalebisa, romelSic funqcia

aris uwyveti da wrfivi, amasTan am intervalTa zomaTa

jami ar aRemateba /

 



 8 

მაშინ ადვილი დასანახია, რომ 

     

   

   

 

\{ } { }

{ }

1

1

1

1

1 1

1 2

2
1/ 2

2 1

n n

T

n n

T

n n

T

n

n

n

S g g t D t dt

D t dt D t dt

D t dt D t dt

D n
n

D

D g



 

 











 



 

 

  


 

 
  
 



 

 

intervalebi intervalebi

intervalebi  

მაშასადამე, 

1
/n nS D     ნებისმიერი 0   საიდანაც დავასკვნით  (2.1)-ის 

სამართლიანობას. 

 
samarTliania Semdegi 
 

Teorema.  2

4
ln 1 ,nL n O n


   . 

damtkiceba.  advili dasanaxia, rom, 
 

 

  
   

  
0, 0,

2 1 1 2
sin 1/ 2 sin 1/ 2

2sin / 2
n n n

dt
L n t dt n t A B

t t t
 

 

 
        

 
   

sadac 

 1nA O . 

vTqvaT  1/ 2 :n t s  , maSin 

   

   '

,0, 1/ 2

2 2
sin sin 1 1n n

nn

ds ds
B s s O B O

s s
 

 
   

      . 

 
advili dasanaxia, rom 
 

   

 
1 1

'

1 1 0,/ , 1 /

2 2
sin sin

n n

n

k kk n k n

ds dt
B s k t

s k t
 


  

 

    

  


    

 

 
1

10,

2 1
sin

n

k

t dt
k t


 





 
  

 
 , 



 9 

 
meores mxriv 
 

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1

n n n n

k k k kk k k t k    

  

   

   
 

     

 
 Teorema damtkicebulia. 

 
maSasadame Cven davamtkiceT, rom 

 
   2

,|| || 1

4
sup | 0, | ln 1n

f C T f

S f n O
 

  . 

Tu dauSvebT, rom yvela uwyveti funqciis furies mwkrivi კრებადია 

0t   წერტილში, maSin davaskvniT, rom  

   | ,0 | , ,n fS f c n f C T     . 

davamtkicoT, rom es ukanaskneli ar sruldeba. pirvel rigSi 
davamtkicoT, rom samarTliania Semdegi 
 
Teorema (banaxi-Steinhauzi). vTqvaT X  banaxis sivrcea, xolo Y  

wrfivi normirebuli sivrce. { : }T A   warmoadgens wrfiv 

operatorTa ojaxi X  dan Y -Si Semdegi TvisebiT 
 

|| || ,Y xT x c A     

 
maSin 
 

|| || 1

sup || || ,
X

Y
x

T x c A 


    

 

damtkiceba. dauSvaT, rom 0 , 0x X      iseTi, rom 

 0|| || , ,YT x K x B x   .       

maSin Teorema damtkicebuli iqneba. marTlac, vTqvaT x X   da 
ganvixiloT 

 0 0/ || || ,z x x x B x    . 

daSvebis ZaliT  

|| ||YT z K  . 

meores mxriv 

0|| || || || || ||
|| ||

Y Y Y

X

T x T x T z K
x

  


   . 

saidanac gamomdinareobs, rom  

|| || 1

sup || || ,
X

Y
x

T x c A 


   . 
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dauSvaT, rom Cveni daSveba ar aris samarTliani. davafiqsiroT 

birTvi  0 0: ,2B B x , maSin arsebobs 1 0 1,x B A   aseTi, rom  

1 1|| || 1YT x  . 

operatoris uwyvetobis ZaliT 

 
1 1 1 1 0 1|| || 1, : , , 1T x x B B x B       . 

Tu am process gavagrzelebT, maSin k -ur nabijze miviRebT, rom 

,k k   iseTi, rom  

|| ||
k kT x k  . 

operatoris uwyvetobis ZaliT 
 

  1|| || , : , , 1/
k k k k k kT x k x B B x B k       . 

radganac X  sivrce srulia, amitom arsebobs ,kx B k


  . maSasadame 

sup || ||
k Y

k

T x    

rac ewinaamrdegeba Teoremis pirobas. Teorema damtkicebulia. 
 

vTqvaT   ,X C T Y R   da 

 : ,0n nT f S f . 

ukve damtkicebulis ZaliT  

 2

4
| | ln 1nT f n O


  .                             (2.2) 

meores mxriv, Tu dauSvebT, rom yvela uwyveti funqciis furies 
mwkrivi krebadia 0 wertilSi, maSin davaskvniT, rom  

 | | , ,n fT f c n f C T      

da maSasadame banax-Steingauzis Teoremis ZaliT 

|| || 1

sup || || ,
C

n Y
f

T f c n


   

rac ewinaamRdegeba (2.2). 
 
 

 

 

ს ა ვ ა რ ჯ ი შ ო ე ბ ი 

 
 

2.1.  დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია შემდეგი: 

ა)      j j jc f g c f c g     ; 

ბ) ვთქვათ    :af t f t a  , დაამტკიცეთ, რომ    ija

j a jc f e c f . 
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2.2.  ვთქვათ   ijx

jf c f e . დაამტკიცეთ, რომ  

   int ijt

j nf t e c f e . 

 

2.3.  ვთქვათ  1f L T  და    
0

:

t

F t c f s ds   . დაამტკიცეთ, რომ  

   
 

0 0

0

j ijt

j

c f
F t c f t c e

ij

  , სადაც 0c -მუდმივია. 

 

2.4  ვთქვათ f  აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციაა. დაამტკიცეთ, რომ 

   ' ijx

j

j

f ij c f e . 

 

2.5.  ინტეგრად f  და  g  ფუნქციათა ნახვევი განიმარტება შემდეგნაირად 

     
1

* :
2

T

f g x f x t g t dt


  . 

დაამტკიცეთ, რომ თუ  1,f g L T , მაშინ  1*f g L t  და 
1 1 1

*f g f g , 

ამასთან      *j j jc f g c f c g . 

 

2.6.   დაამტკიცეთ, რომ  , *2n nS f x f D . 

 

2.7.  დაამტკიცეთ, რომ      * *f g x g f x . 

 

2.8. ვთქვათ  1f L T  და    : ijt

j

j N

p t c p e


  . დაამტკიცეთ, რომ  *f g x  არის 

პოლინომი, რომლის ხარისხი N . 

 

2.9. ვთქვათ 
1 1

, ,p qf L g L
p q

   . დაამტკიცეთ შემდეგი უტოლობის 

სამართლიანობა 
1 p q

fg f g . 

2.10. ვთქვათ , ,1pf g L p   . დაამტკიცეთ, რომ  

p p p
f g f g   . 

 

2.11. ვთქვათ 1 p  . დაამტკიცეთ რომ სამართლიანია 

   , ,
p

T Tp

f t dt f t dt  . 
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2.12. ვთქვათ    :f t f t   . დაამტკიცეთ, რომ ასახვა 

 : pT L T

f

 


 

უწყვეტია. 

 

2.13. დაამტკიცეთ შემდეგი ტოლობის სამართლიანობა 

      int1
/

4
n

T

c f f t f t n e dt


     . 

2,14. 2.12 და 2.13 ამოცანათა გამოყენებით დაამტკიცეთ, რომ  

   10, ,nc f n f L T    . 

2.15.       : :Lip f C T f t f A t


       . დაამტკიცეთ, რომ თუ f Lip , 

მაშინ    1/ | |nc f O n  . 

2. 16.  ვთქვათ f  აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციაა. დაამტკიცეთ, რომ  

   1/ | |nc f o n . 

2.17. ვთქვათ     , 1
k

f C T k  . დაამტკიცეთ, რომ    1/ | |knc f o n . 

 
 

 

 

3. ფურიეს მწკრივების შეჯამებადობა 

 
განმარტება. ვთქვათ მოცემულია  ფუნქციათა მიმდევრობა { }nk   1L T -ში. 

ვიტყვით, რომ მოცემული მიმდევრობა არის შეჯამებადობის გულის 

მიმდევრობა  1L T -ში, თუ შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

 
1

1n

T

k t dt


                                                                                         (s1) 

 
1

sup n
n

T

k t dt


                                                                                   (s2) 

 
{ | | }

1
lim 0,n
n

t

k t dt
 


 

   ნებისმიერი  0,                                                     (s3) 

ხშირ შემთხვევებში, { }nk  მიმდევრობა დამატებით აკმაყოფილებს უფრო 

ძლიერ პირობას 

 
{ | | }

lim sup 0,n
n t

k t dt
   

   ნებისმიერი  0,                                                     (s4) 

სამართლიანია შემდეგი თეორემა. 
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თეორემა (ნორმით შეჯამებადობა). ვთქვათ { }nk  არის შეჯამებადობის გული  

და   ,1pf L T p   , მაშინ *2 n pf k f L -ს ნორმით, როცა n . 

დამტკიცება. ვთქვათ 0  .    :f t f t    ოპერატორის pL  სივრცეში 

უწყვეტობიდან და  ( 2s ) პირობის ძალით არსებობს 0     ისეთი, რომ 

1

1
max sup np

n

f f k
 




  . 

მაშინ მინკოვსკის განზოგადოებული უტოლობისა და  3s პირობის 

გამოყენებით მივიღებთ 

 *2 n p
f k f  

     
1

n

T p

k f t f t d 


     

 
1

n p

T

k f f d 


   

 
{ | | }

1
n p

t

k f f d





  

 


  

 
   

 
 
   

 
1

max np
f f k d




 



 




    

 
{ | | }

1
max np

t

f f k d
 

 

 


 

    

   . 

რაც ამტკიცებს თეორემის სამართლიანობას. 

თეორემა (წერტილოვანი შეჯამებადობა). ვთქვათ { }nk  არის შეჯამებადობის 

გული  და 0t T . დაუშვათ, რომ { }nk  დამატებით აკმაყოფილებს  4s  პირობას 

ან f L , მაშინ 

ა) თუ f  ფუნქცია უწყვეტია 0t  წერტილში, მაშინ     0 0*2 ,nf k t f t n  ; 

ბ) თუ დამატებით შეჯამებადობის გული ლუწია და 0t  წერტილში არსებობს 

ზღვარი 

   0 0

0
: lim

2h

f t h f t h
L

 

  
  

მაშინ 

  0*2 ,nf k t L n  . 

დამტკიცება. ა) ვთქვათ 0   და ავირჩიოთ 0     ისეთი, რომ 

   0 01
sup maxn

n

k f t f t
 

 


   . 

მაშინ, როცა n  გვაქვს 

    0 0*2 nf k t f t  
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     

       

0 0

{ }

0 0

{ } { }

1

1 1

n

n n

k f t f t d

k f t d k f t d

 

     

  


    
 



   

    

  



 

 

   

   
1

1 1

1 1

o o f

o o f






  
 

 

. 

რაც ამტკიცებს თეორემის ა) პუნქტის სამართლიანობას. 

ბ)  რადგანაც გული ლუწი ფუნქციაა, ამიტომ გვაქვს 

      0 0

1
f *2 n n

T

k t f t k d  


   

   
 0 01

2
n

T

f t f t
k d

 
 



  
   

 

      0 0

0,

1
nf t f t k d



   


     

მაშასადამე, 

  0*2 nf k t L  

      0 0

(0, )

1
0 nf t f t k d



  


     

 

      0 0

0,

1
0 nf t f t k d



  


    . 

თუ გამოვიყენებთ თეორემის ა) პუნქტში მოყვანილ მსჯელობას მივიღებთ 

თეორემის დამტკიცებას. 

 

 1f L T  ფუნქციის ფურიეს მწკრივების ფეიერის საშუალოები (ან 

 ,1C საშუალოები) განიმარტება შემდეგნაირად: 

 
   0 , ,

, : , 0
1

n

n

S f x S f x
f x n

n


 
 


. 

მაშინ ადვილი დასანახია, რომ ადგილი აქვს ტოლობას  

   
| |

| |
, 1

1

ijx

n j

j n

j
f x c f e

n




 
  

 
 . 

რადგანაც 

  *2n nS f f D  

მივიღებთ 

 
   

 
00

* 2
*2 *2

, : *2
1 1

n

j

jn

n n

f D x
f D x f D x

f x f F
n n




 
 

     
 


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სადაც 

 
 

0
:

1

n

jj

n

D t
F t

n







. 

 nF t  ფუნქციას უწოდებენ ფეიერის გულს. ჩვენს მიზანს წარმოადგენს 

ფეიერის გულის შესწავლა.  

რადგანაც 

 
  sin 1/ 2

2sin / 2
j

j t
D t

t


  

მივიღებთ 

 
 

  
0

sin 1/ 21
:

1 2sin / 2

n

n j

j t
F t

n t





  

 
  1/2

0

1
Im

2 1 sin / 2

n i j t

j
e

n t







 . 

ადვილი დასანახია, რომ 

  
   3/2 1/2

1/2 /2

0

1
Im Im Im

1 1

i n t i n tit
n i j t it

it itj

e e e
e e

e e

 




     
               

  

 
      

 

21 /2 1 /2
1 /2

/2 /2

sin 1 / 2
Im

sin / 2

i n t i n t
i n t

it it

n te e
e

e e t

  




   
       

, 

მაშასადამე 

 
 

  
 

2

sin 1 / 21

2 1 sin / 2
n

n t
F t

n t

 
  

   

. 

რადგანაც 
2

sin ,
2

x x x



   

მივიღებთ 

 
 

2
1

2 1
nF t

n t

 
  

  
, 

მეორეს მხრივ 

 
 

 0

0

1 1
1/ 2

1 1 2

n

j nj

n j

D t n
F t j

n n






   

 


 , 

ადვილი დასანახია, რომ { }nF  ფუნქციათა მიმდევრობა აკმაყოფილებს 

   1 4s s  პირობებს.  

მაშასადამე სამართლიანია შემდეგი  

თეორემა. ვთქვათ    1 , ijx

jf L T f c f e  . თუ ზღვრები  0 0f x   არსებობენ 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი 
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 
   

 0 0 00 0
,1

2

ijx

j

f x f x
c f e C

   
  
 

 . 

ამასთან, თუ ფუნქცია უწყვეტია T -ზე მაშინ ადგილი აქვს თანაბრად 

კრებადობას. 

თეორემა. ვთქვათ   ,1pf L T p   . მაშინ 

 lim 0n pn
f f


  . 

შედეგი. ვთქვათ  1f L T . მაშინ ნებისმიერი 0   არსებობს 

ტრიგონომეტრიული პოლინომი P , რომლისთვისაც 

1
f p   . 

შედეგი (ვეიერშტრასი). ვთქვათ  f C T . მაშინ ნებისმიერი 0   არსებობს 

ტრიგონომეტრიული პოლინომი P , რომლისთვისაც 

C
f p   . 

შედეგი. ვთქვათ    1 , ijx

jf L T f c f e  . თუ   0,jc f j  , მაშინ 0f   თ.ყ. 

 

ვთქვათ    1 , ijx

jf L T f c f e  . მაშინ მოცემული მწკრივის აბელის 

საშუალოები განიმარტება შემდეგნაირად 

     | |: , 0,1j ijx

r j

j

f x r c f e r




  . 

ადვილი დასანახია, რომ  

        | | | |1
*

2

ij x tj ijx j

j r

j jT

r c f e f t r e dt f P x


 


 

    

სადაც rP  უწოდებენ პუასონის გულს და  

 
1

| | | | | |

0

: j ijt j ijt j ijt

r

j j j

P t r e r e r e
  

  

      

1 0

j ijt j ijt

j j

r e r e
 



 

    

1

1 1

it

it it

re

re re




 

 
 

2

2

1

1 2 cos

r

r t r




 
. 

ადვილი დასანახია, რომ 

 
1

1
2

r

T

P t dt


  

ე.ი. პუასონის გულისთვის  1s  პირობა შესრულებულია. 

სამართლიანია შემდეგი შეფასება 
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 
1 1

1 1
r

r r
P t

r r

 
 

 
. 

ვთქვათ  1 r    და  0,1/ 2r . მაშინ გვაქვს 

  2 2

1

1
r

r A
P t

r t






 

 
. 

ეხლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა 1 r    და  1/ 2,1r .  

 
  

     

2

2 22 2 2 1

1 11 2

1 2 cos 1 4 sin / 2 4
r

r rr
P t

r t r r r t r t



  

 
  

     . 

მაშასადამე ჩვენ დავამტკიცეთ რომ სამართლიანია შემდეგი შეფასებები 

     2

2
, 0 ,0 1r r

A
P t p t t r

t





     

. 

ადვილი დასანახია, რომ  პუასონის გული აკმაყოფილებს (s1)-(s4) პირობებს და 

მაშასადამე სამართლიანია შემდეგი 

თეორემა. ვთქვათ    1 , ijx

jf L T f c f e  . თუ ზღვრები  0 0f x   არსებობენ 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი 

 
   

 0 0 00 0

2

ijx

j

f x f x
c f e A

   
  
 

 . 

ამასთან, თუ ფუნქცია უწყვეტია T -ზე მაშინ ადგილი აქვს თანაბრად 

კრებადობას. 

თეორემა. ვთქვათ   ,1pf L T p   . მაშინ 

1
lim 0r pr

f f
 

  . 

 

 

 

ს ა ვ ა რ ჯ ი შ ო ე ბ ი 

 

3.1. დაამტკიცეთ, რომ ყოველი კრებადი მიმდევრობა  ,1C აზრითაც კრებადია. 

3.2 მოიყვანეთ მაგალითი არაკრებადი მიმდევრობისა, რომელიც  ,1C  აზრით 

კრებადია. 

3.2. დაამტკიცეთ, რომ თუ  ,1jc s C  კრებადია და 
1

jc o
j

 
  

 
 მაშინ .jc s  

3.3. დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია შემდეგი უტოლობები 

lim lim lim limn n n nS S    . 

3.4. დაამტკიცეთ, რომ თუ lim nS    მაშინ lim n   . 

3.5. დაამტკიცეთ, რომ თუ დადებითი მწკრივი  ,1C  კრებადია  0s s    

რიცხვისკენ, მაშინ მოცემული მწკრივი კრებადია s -კენ. 
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3.6. ვთქვათ  ,1jc s C . დაამტკიცეთ, რომ 

lim lim 0
j j

j j

c s

j j 
  . 

3.7. დაამტკიცეთ, რომ 

   
0

1
cos ,1

2j

jt C




 . 

3.8. დაამტკიცეთ, რომ  

 
 

 
 

0

cos / 2
sin ,1

2sin / 2j

t
jt C

t





 . 

3.9. დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია შემდგი 

 
2

1
m

jj nm n
m

n j cm n
s

m n m n

   
 

 
 


. 

3.10. დაამტკიცეთ, რომ თუ  ,1jc s C  და 
1

jc O
j

 
  

 
, მაშინ .jc s  

3.11. ვთქვათ    1 , .ijx

jf L T f c f e   დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია 

შემდეგი 

     ,1ijt

j

j T T

c f e dt f t dt C   . 

 

 

 

 

4. ორობითი ჯგუფის ცნება 

 
 
N - ით აღვნიშნოთ არაუარყოფით მთელ რიცხვთა სიმრავლე 

P - თი აღვნიშნოთ დადებით მთელ რიცხვთა სიმრავლე 

R - ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე 

Q - თი აღვნიშნოთ ორობით რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე, ე. ი. Q -s ყოველ 

ელემენტს აქვს შემდეგი სახე / 2 ,0 2n np p  . 

 

ვთქვათ G აბელის ჯგუფია, ე. ი. G -ზე  განსაზღრულია შეკრების ოპერაცია + ისე რომ 

G -ს ნებისმიერი ელემენტებისათვის შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

1)  ,x y y x x y G     

2)      , ,x y z x y z x y z G       

3) არსებობს ელემენტი 0 G  ისეთი, რომ  0x x x G    
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4) ნებისმიერი x G -თვის არსებობს ელემენტი x , რომელსაც ის თვისება აქვს, 

რომ   0x x x x     . 

განვიხილოთ შემდეგი სიმრავლე 

  0: : ,..., ,.... : 0 1, 0,1,2,,,,n iG x x x x i     . 

G  სიმრავლეზე შემოვიღოთ შეკრების ოპერაცია შემდეგნაირად: ნებისმიერი 

 0 ,..., ,....nx x x  და  0 ,..., ,....ny y y  განსაზღროთ 

 0 0: ,..., ,...n nx y x y x y    . 

G -ს ნულოვანი ელემენტი არის  0 : 0,...,0,... , ხოლო  0 ,..., ,....nx x x  ელემენტის 

მოპირდაპირე ელემენტი არის თავის თავი. ადვილი შესამოწმებელია, რომ G  

სიმრავლე ზემოთ შემოტანილი ოპერაციის მიმართ წარმოადგენს აბელის ჯგუფს. ამ 

ჯგუფს ორობით ან უოლშის ჯგუფს. 

 

ვთქვათ 

 0 : : 0,nG x G x n    . 

ადვილი დასანახია, რომ 0G  თვლადი სიმრავლე. 

 

შემოვიღოთ G  ჯგუფზე მეტრიკა. ნებისმიერი x G  განსაზღვროთ 

 1

0

: 2
k

k

k

x x


 



 ’ 

ადვილი დასანახია, რომ  

0x   და 0x   მაშინ და მხოლოდ მაშინ როცა 0x   

და 

x y x y x y     . 

თუ შემოვიღებთ შემდეგ ფუნქციას  ,d x y x y  , მაშინ ადვილი დასანახია, რომ 

აკმაყოფილებს მეტრიკული სივრცის სამივე აქსიომას. 

ვთქვათ  0 ,..., ,...nx x x  და  0 ,..., ,...ny y y . ვიტყვით, რომ x y  თუ არსებობს 

n N  ისეთი, რომ , 0,1,..., 1j jx y j n    და n nx y . ვიტყვით, რომ x y  თუ x y  

ან x y . 

 

ადვილი დასანახია,  რომ თუ x y , მაშინ x y  და x y  საზოგადოთ არ 

გამომდინარეობს, რომ x y . მართლაც,  0 1,..., , 1,0,...m mx x x x G    განსაზღროთ  

 0 1*: ,..., ,0,1,1,...mx x x  . მაშინ მივიღებთ, რომ *x x , მეორეს მხრივ *x x . ასევე 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ იმ ფაცტიდან, რომ x y  გამომდინარეობს, რომ 

x y  ან თუ 0x G , მაშინ *x y . 

 

ვთქვათ  0 : ,I x G x G  , ხოლო ნებისმიერი x G  და n P  განსვზღროთ 
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   : : ,0n i iI x y G y x i n     . 

 nI x -ს უწოდებენ G  ჯგუფის n -ური რანგის ორობით ინტერვალს, რომელიც 

შეიცავს x -ს. 

მტკიცდება, რომ G  ჯგუფზე არსობს ზომა  , რომელსაც ჰაარის ზომას უწოდებენ. 

მაშინ  nI x -ის ორობითი ინტერვალისათვის სამართლიანია შემდეგი: 

   2 n

nI x   

და 

     n nI x y I x   . 

განმარტება. ვთქვათ f  უწყვეტი ფუნქციაა განსაზღრული G  ჯგუფზე. ვიტყვით, რომ 

f არის ჯგუფის მახასიათებელი თუ შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

     f x y f x f y   

და 

  1f x  . 

G  ჯგუფზე განსაზღრული ყველა მახასიათებელთა სიმრავლე აღვნიშნოთ Ĝ -თი. 

ადვილი დასანახია, რომ თუ ˆf G , მაშინ 

 0 1f   

და 

       2 0 1f x f x x f x G     . 

მაშასადამე თუ ˆf G , მაშინ ის იღებს მხოლოდ ორ მნიშვნელობას 1 ან -1. 

ie -თი აღვნიშნოთ G  ჯგუფის ის ელემენტი, რომლის i -ურ ადგილზე არის ერთიანი, 

ხოლო დანარჩენ ადგილებზე კი-0, მაშასადამე 

 0,...,0,1,0,....ie  . 

ადვილი დასანახია, რომ ნებისმიერი x G  ადგილი აქვს წარმოდგენას 

0

i i

i

x x e




 . 

ამოცანა. დაამტკიცეთ, რომ თუ ˆ,f g G  და     , 0,1,...,i if e g e i   მაშინ f g . 

 

ცნობილია, რომ ნებისმიერი ნატურალური n -თვის არსებობს ერთადერთი ორობითი 

წარმოდგენა 

0

2 , 0 1i

i i

i

n n n




   . 

შემოვიღოთ შემდეგი ფუნქციის ცნება 

   : 1 nx

n x   . 

ადვილი დასანახია, რომ ˆ
n G  . 

სამართლიანია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა.  
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   
0

ˆ { : : }kn

n k

k

G x x n P 




   . 

დამტკიცება. ადვილი დასანახია, რომ ˆ
n G  . დავამტკიცოთ პირიქით. ვთქვათ 

ˆf G . რადგანაც f  არის უწყვეტი ფუნქცია G -ზე და 0ie   როცა i   მივიღებთ, 

რომ 

   0 1if e f  . 

მეორეს მხრივ, f  იღებს მნიშვნოლებებს 1  და 1 . მაშასადამე არსებობს M N  

ისეთი, რომ   1if e   როცა i M  და არსებობს მიმდევრობა  0 1in    ისეთი, რომ 

0,in i M   და    1 ,in

if e i N   . განსაზღროთ 

0

: 2i

i

i

n n




 . 

განმარტების ძალით გვაქვს 

   1 in

if e    

მეორეს მხრივ 

   1 in

n ie    

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

   i n if e e  და     ,nf x x x G   . 

 

ნებისმიერი ორი ,n m N  განმარტოთ 

0

: 2k

k k

k

n m n m




   . 

მაშინ ადვილი დასანახია, რომ 

     n m n mx x x    . 

დავამტკიცოთ, რომ ერთობლიობა Ĝ  არის ორთონორმირებული სისტემა. 

სამართლიანია შემდეგი 

 

თეორემა. ვთქვათ  ,n m N , მაშინ 

 

   
1

( )
0

n m

G

n m
x x d x

n m
  


 


 . 

 

დამტკიცება. რადგანაც  

     n m n mx x x   
 

საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ  

 

  ( ) 0
G

f x d x 
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როცა  0
ˆ \{ }f G 

.   

  

 
მართლაც დაფიქსირებული f -თვის შევარჩიოთ y G  ისეთი, რომ   1f y   . მაშინ 

ადვილი დასანახია, რომ 

 

                 
G G G G

f x d x f x y d x f y f x d x f x d x            

 

საიდანაც გამომდინარეობს თეორემის დამტკიცება. 

 

სამართლიანია შემდეგი 

 

ლემა (პელი). ვთქვათ  

   
2 1

2
0

:

n

n k

k

D x x




 . 

მაშინ 

 
 

 2

2 , 0

0, \ 0
n

n

n

n

x I
D x

xG I

 
 


 

სადაც n N . 

 

დამტკიცება.  ადვილი დასანახია, რომ   1k x   როცა  0nx I  და 2nk   და 

მაშასადამე 

 

     
2 1 2 1

2
0 0

1 2 , 0

n n

n

n

k n

k k

D x x x I
 

 

     . 

 

მაშინ გვაქვს 

 

 

      
2

2

2

0

2 0 2n

n

n n

n

I

D x d x I   , 

 

მეორეს მხრივ, თუ გავითვალისწინებთ იმ ფაქტს, რომ { }k  ონს მივიღებთ 

 

         
2 1 2 1

2

2
0 0

2

n n

n

n

i j

i jG G

D x d x x x d x   
 

 

    . 

 

მაშადამე 
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   
 

   
 

   
2 2 2

2 2 2

0 \ 0

2n n n

n n

n

G I G I

D x d x D x d x D x d x        

 

და 

 

 

   
2

2

\ 0

0n

nG I

D x d x   

 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ  
2

0nD x   როცა   \ 0nx G I . 

ლემა დამტკიცებულია. 

 

 

 

ს ა ვ ა რ ჯ ი შ ო ე ბ ი 

 

4.1 გამოთვალეთ: 

ა)   , , , 0,1,1,0,1,0,0,0,0,0,0,... , (0,1,0,0,0, 0,1,1,1,....)x y x x y x y    ; 

ბ)  , , , 0,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,... , (0,1,0,0,0, 0,1,0,1,0,....)x y y x y x y    ; 

გ) 7 11 ; 

დ) 23 42 ; 

 

4.2. იპოვეთ: 

ა)    8 17x x  ; 

ბ)    21 7x x  ; 

გ)      32 5 15x x x   ; 

დ)      6 3 13x x x   ; 

 

4.3. გამოთვალეთ: 

ა)    9 4, 0,1,1,0x I -ზე; 

ბ)    14 4, 1,1,0,1x I -ზე; 

გ)    22 5, 0,0,1,1,0x I -ზე; 

დ)    45 6, 0,0,1,0,1,1x I -ზე; 

 

4.4. ვთქვათ  ,nx x n N G    , 

 *

0 1 1: ,..., ,1 ,1 ,....n n n nx x x x x     

და 

 0 2 1 1: ,..., ,1 , , ,....n n n n nx x x x x x    . 

დაამტკიცეთ, რომ 
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   * *2 , 2 , ,n n

n n n n n nx x x x x I x x I x        

და 

     *: 2 n

n nI x y G x y x    . 

 

4.5. ვთქვათ , ,x y G x y  . აღვნიშნოთ 

   

 

 

 

, : : ;

[ , ) : : ;

( , ] : :

[ , ] : : .

x y z G x z y

x y z G x z y

x y z G x z y

x y z G x z y

   

   

   

   

 

დაამტკიცეთ, რომ 

  0, * , \{0}x x x G   

და 

   ,nI x x y , 

 სადაც 

   0 1 0 1,..., ,0,0,... , ,..., ,1,1,...n nx x x y x x   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. მოდიფიცირებული ინტერვალი და მისი 

კავშირი ორობით ჯგუფთან 

 

 
დავამტკიცოთ, რომ სამართლიანია შემდეგი 

 
Teorema. a) [0,1)x   SeiZleba ase Caiweros 
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1
0

, 0 1
2

i
ii

i

a
x a






   ;                                     (1) 

          b) (1) warmodgena erTaderTia Tu ia  mniSvnelobebs Soris 

nulebis usasrulo raodenobaa. 
 
damtkiceba. movaxdinoT [0,1) intervalis danawileba or tol [0,1/2) 
da [1/2,1) intervalebad. SemoviRoT aRniSvna 

0 0 1
,

2 2 2

a a 
 

 
 

sadac 0 0a   roca  0,1/ 2x  da 0 1a   roca  1/ 2,1x . maSin advili 

dasanaxia, rom 

0 0 1
,

2 2 2

a a
x

 
  
 

. 

movaxdinoT 0 0 1
,

2 2 2

a a 
 

 
 intervalis danawileba or tol nawilebad. 

maSin es intervalebi SeiZleba Caiweros Semdegnairad  

0 01 1
12 2 2

1
, , 0 1

2 2 2 2 2

a aa a
a

 
    

 
. 

 
advili dasanaxia, rom 

0 01 1

2 2 2

1
,

2 2 2 2 2

a aa a
x

 
    
 

, 

sadac 1 0a   Tu 0 0

2

1
,

2 2 2

a a
x

 
  
 

 da 1 0a   Tu 0 0

2 2 2

1 1 1
,

2 2 2 2 2

a a
x

 
    
 

.  

Tu gavagrZelebT am process miviRebT, rom 

0 01 1

2 1 2 1 1

1
,

2 2 2 2 2 2 2

m m

m m m

a a a aa a
x

  

 
        
 

. 

vTqvaT 

0 1

2 1
:

2 2 2

m
m m

a aa
S


    . 

supremumis ganmartebis ZaliT 

sup m
m

S x  

radganac radganac 10 S 1m mS     analizis cnobili Teoremis 

Tanaxmad  

1
0

sup
2

i
m i

m i

a
S






 , 

maSasadame  

1
0

.
2

i

i
i

a
x






  
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b) exla davamtkicoT, rom (1) warmodgena erTaderTia Tu 
ia  

mniSvnelobebs Soris nulebis usasrulo raodenobaa, marTlac 
dauSvaT winaamRdegi, vTqvaT Teoremis pirobebSi arsebobs ornairi 

warmodgena, maSin arsebobs 0i  iseTi, rom  

1) 
0

0ia   pirvel warmodgenaSi  

da  

2) 
0

1ia   meore warmodgenaSi.  

maSin advili dasanaxia, rom 

1) 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0

1 1 1 10 0 0

2 11
1

1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

i i i i

i i i i ii
i i

a a a aa a a
x


   

 
 

             . 

2) 0 0 0

0 0 0 0 0

1 1 10 0

1 2 1

1 1

2 2 2 2 2 2 2

i i i

i i i i i

a a aa a
x

  

  
          . 

miRebuli winaamRdegoba amtkicebs Teoremis b) punqtis 
samarTlianobas. Teorema damtkicebulia. 
SevniSnoT, rom im SemTxvevaSi roca x  ricxvi aris orobiT 

racionaluri e. i. / 2mp  saxis, maSin arsebobs ornairi (1) saxis 
warmodgena. 
 
vTqvaT  

 0 1: { : , ,..., ,... , 0 1, 0,1,2...}n jG x x x x x x j     . 

ganvixiloT asaxva | |: [0,1)G   Semdegi formuliT 

1
0

| |:
2

j

j
j

x
x






 . 

maSin zemoTqmulidan gamomdinare es asaxva ar aris bieqcia. 
radganac yovel orobiT racionalur ricxvs eTanadeba ornairi 
daSla (orobiTi warmodgena, romelic Seicavs nulebis usasrulo 
raodenobas da warmodgena, romelic Seicavs nulebis sasrul 
raodenobas). vTqvaT orobiT racionalur ricxvs SeusabamoT is 

daSla, romelic Seicavs nulebis usasrulo raodenobas da 1G -iT 

aRvniSnoT G  simravlis is qvesimravle, romelic Seicavs nulebis 

sasrul raodenobas. advili dasanaxia, rom 1G  Tvladi simravlea. 

maSin | |  asaxva [0,1) intervalidan 1' : \G G G  simravleze iqneba 

bieqcia.  

განვიხილოთ [0,1) ინტერვალის მოდიფიცირებული ინტერვალი [0,1)*.  

მოდიფიცირებული ინტერვალი [0,1)* იმით განსხვადება ჩვეულებრივი 

ინტერვალისგან, რომ ყოველი ორობით რაციონალური / 2np  რიცხვების 

გაორება ხდება, კერძოდ / 2np  სახის რიცხვების ნაცვლად ვიხილავთ  / 2np


 

და  / 2np


 სახის რიცხვებს, სადაც  / 2np


 რიცხვს ეთანადება ის დაშლა, 
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რომელიც შეიცავს ნულების სასრულ რაოდენობას, ხოლო  / 2np


 რიცხვს 

ეთანადება ის დაშლა, რომელიც შეიცავს ერთების სასრულ რაოდენობას. 

დასკვნა: 'G  და [0,1)  ინტერვალს შორის | |  არის ურთიერთცალსახა ასახვა, 

ხოლო იგივე | |  ასახვა არის ურთიერთცალსახა G  და მოდიფიცირებულ [0,1)* 

ინტერვალს შორის. 

| |  ასახვის შექცეული ასახვა აღვნიშნოთ  -თი, ე. ი. x G   

   0 ,..., ,...nx x x   

სადაც 
0 1, ,..., ,...nx x x  მოცემულია (1) ფორმულით. 

 

დავადგინოთ  nI x  სიმრავლის ანასახი | | -ით. შეგახსენებთ, რომ 

   : ,0n i iI x y G y x i n     . 

მაშინ ადვილი დასანახია, რომ  nI x  ანასახი იქნება 

1

1 1
0

: 0 1, .
2 2

n
ji

ki j
i j n

yx
y k n

 

 
 

 
    

 
   

რადგანაც 

 
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
0 0 0 0

1 1
, '

2 2 2 2 2 2 2

n n n n
ji i i i

i i j i j i n
i i j n i j n i

yx x x x
y G

     

     
     

            .       (5.3) 

 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 
1

1
0

:
2 2

n
i

n i
i

xp 




  

მაშინ (5.3)-დან მივიღებთ 

 

 
1

1 1
0

1

2 2 2 2

n
ji

n i j n
i j n

yxp p 

 
 


    . 

 

მაშასადამე  

 

 nI x  სიმრავლის ანასახი | | -ით არის 

1
,

2 2n n

p p  


 
 

სადაც  

 
1

1

0

: 2
n

n j

i

i

p x


 



 . 
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როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ   არის ურთიერთცალსახა ასახვა [0,1) ინტერვალიდან 

'G  სიმრავლეზე და   ასახვის შექცეული ასახვა არის   . ჩვენს მიზანს წარმოადგენს, 

რომ მოცემული ასახვების გამოყენებით 'G -ზე განსაზღრული ოპერაცია 

გადატანილი იქნეს [0,1) ინტერვალზე. ვთქვათ , [0,1)x y მაშინ 

   :x y x y 


    

რომელიც ექვივალენტურია 

 

1

0

2 k

k k

k

x y x y


 



   . 

ადვილი დასანახია, რომ  ,d x y x y


   არის მეტრიკა და ამასთან 
.

0x x  . 

ისმის კითხვა: [0,1),
 
 

 
 არის თუ არა ჯგუფი. სამწუხაროდ ამ კითხვაზე პასუხი  

უარყოფითია. მოცემული ოპერაციის მიმართ ასოციურობის პირობაა დარღვეული, 

მართლაც დავამტკიცოთ, რომ არსებობს , , [0,1)x y z  ისეთი, რომ პირობა 

x y z x y z
      
       

   
 

არ სრულდება. მართლაც, ვთქვათ 1/ 6, 1/12x z y   . მაშინ ადვილი დასანახია, 

რომ 

   0,0,1,0,1,...x   

და 

   0,0,0,1,0,1,...y   

მაშასადამე 

 

     
1

0,0,1,1,...
4

x y x y 


     , 

 

   

 

.

1 1 1 1

4 12 4 12

0,1,0,0,.... 0,0,0,1,0,1,0,...

0,1,0,1,0,1,...

1

3

x y z  
       
          

     

 





 

მეორეს მხრივ 

 

1

6
x y z x

  
    
 

. 
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განმარტება. ვთქვათ :f G R . ვიტყვით, რომ f  ფუნქცია უწყვეტია 
0x G  თუ 

   0 0
0

lim
h

f x h f x


  . 

 

 

განმარტება. ვთქვათ :[0,1)f R . ვიტყვით, რომ f  ფუნქცია w -უწყვეტია 0 [0,1)x   

თუ 

 0 0
0

lim
h

f x h f x




 
  

 
. 

შევნიშნოთ, რომ თუ ფუნქცია უწყვეტია კლასიკური აზრით, მაშინ ის w -უწყვეტია. 

პირით საზოგადოთ სწორი არ არის, w -უწყვეტი ფუნქცია ყოველთვის არ არის 

კლასიკური აზრით უწყვეტი.  

 

მაგალითი. განვიხილოთ შემდეგი ფუნქცია 

 

 
0,0 1/ 2

1,1/ 2 1

x
f x

x

 
 

 
 

 

ადვილი დასანახია, რომ მოცემული წყვეტილია კლასიკური აზრით 1/ 2x   

წერტილში, მეორეს მხრივ მოცემული ფუნქცია w -უწყვეტია 1/ 2x   წერტილში. 

მართლაც, როცა 0h , მაშინ 
1 1

,1
2 2

h
  
  

 
 და 

1 1
0,

2 2
h

  
  

 
 საიდანაც 

გამომდინარეობს, რომ  

0

1 1
lim 1

2 2h
f h f





   
     

   
. 

საზოგადოთ, არსებობს ფუნქცია, რომელიც w -უწყვეტია [0,1]-ზე მაგრამ 

შემოსაზღრულიც არ არის. 

 

მაგალითი.  

 
1

,0 1/ 2
1/ 2

1,1/ 2 1

x
f x x

x


 

 
  

. 

ანალოგიურად დავასკვნით, რომ მოცემული ფუნქცია w -უწყვეტია და ამასთან 

არაშემოსაზღრული ფუნქციაა. 

 

საზოგადთ, იმ ფაქტიდან რომ ფუნქცია w -უწყვეტია [0,1]-ზე არ გამომდინარეობს, 

რომ მოცემული ფუნქცია თანაბრად უწყვეტია. ამასთან დაკავშირებით შემოვიღოთ 

შემდეგი ცნება. 
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განმარტება.  [0,1)wC -ით აღვნიშნოთ ყველა იმ ფუნქციების სიმრავლე, რომლებიც 

თანაბრად უწყვეტია 


  ოპერაციის მიმართ. ანუ სხვა სიტყვებით, რომ ვთქვათ 

0, 0      ისეთი, რომ როცა x y 


   მაშინ    f x f y   . 

 

შენიშვნა.  [0,1)wC -ში შეიცავს ყველა იმ ფუნქციას რომელიც უწყვეტია ყველა 

ორობით ირაციონალურ წერტილში, მარჯვნიდან უწყვეტია ორობით რაციონალურ 

წერტილში და გააჩნია სასრული მარცხენა ზღვარი ყოველ ორობით რაციონალურ 

წერტილში. 

 

ჩვენს მიზანს წარმოადგენს ზემოთ მოყვანილი ასახვების მეშვეობით  n ონს 

გადატანილი იქნეს  [0,1),
 
 

 
-ში. 

ვთქვათ 

    :n nr x x  . 

nr  ფუნქცია უწოდებენ რადემახარის ფუნქციას. ადვილი დასანახია, რომ 

   
1 1

1 1

2 2 1
1, ,

2 2
1 , 0,1,..., 2 1

2 1 2 2
1, ,

2 2

n

n n
x n

n

n n

l l
x

r x l
l l

x

 

 

  
  

  
    

      

. 

ასევე ადვილი დასანახია, რომ 

    , 'n nx r x x G   , 

    n nw x x  , 

    , 'n nx w x x G   . 

 n x  ფუნქციის განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ      n n nx y x y    . 

დავამტკიცოთ, რომ სამართლიანია შემდეგი 

    , , [0,1),n n nw x y w x w y n N x y x y Q
    
        

   
. 

მართლაც, ადვილი დასანახია, რომ 

              m m m m mr x r y x y x y          

მეორეს მხრივ 

    m mr x y x y   
 
   

 
 

რადგანაც    x y   არის ორობითი ირაციონალური, ამიტომ 

       x y x y       , x y Q


  . 
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მაშასადამე მოცემული ფორმულა სამართლიანია რადემახერის ფუნქციებისათვის. 

ზოგად შემთხვევაში გამომდინარეობს იმ ფაქტიდან, რომ ყოველი უოლშის ფუნქცია 

წარმოადგენს რადემახერის ფუნქციათა სასრულ ნამრავლს. 

 

 

 

პროგრამა Maple-ს მეშვეობით ავაგოთ რადემახერის ფუნქცია 
> r[1]:=x->piecewise(x<0,0,x<1/2,1,x<1,-1,0): 

> plot(G(x,0),x=0..1); 

 
> plot(G(x,1),x=0..1); 
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> plot(G(x,2),x=0..1); 

 
> plot(G(x,5),x=0..1); 



 33 

 
 
 

ავაგოთ უოლშის ფუნქციები: 

 

> r[1]:=x->piecewise(x<0,0,x<1/2,1,x<1,-1,0): 

> G:=(x,n)->sum(r[1](2^n*x-k),k=0..2^n-1): 

> W:=(n,m,l,s,r,q,v)-

>((G(x,0))^n)*((G(x,1))^m)*((G(x,2))^l)*((G(x,3))^s)*((G(x,

4))^r)*((G(x,5))^q)*((G(x,6))^v); 

 := W ( ), , , , , ,n m l s r q v ( )G ,x 0 n ( )G ,x 1 m ( )G ,x 2 l ( )G ,x 3 s ( )G ,x 4 r ( )G ,x 5 q ( )G ,x 6 v
 

> w[0]:=1: 

> w[1]:=W(1,0,0,0,0,0,0): 

> w[2]:=W(0,1,0,0,0,0,0): 

> w[3]:=W(1,1,0,0,0,0,0): 

> w[4]:=W(0,0,1,0,0,0,0): 

> w[5]:=W(1,0,1,0,0,0,0): 

> w[6]:=W(0,1,1,0,0,0,0): 

> w[7]:=W(1,1,1,0,0,0,0): 

> w[8]:=W(0,0,0,1,0,0,0): 

> w[9]:=W(1,0,0,1,0,0,0): 

> w[10]:=W(0,1,0,1,0,0,0): 

> w[11]:=W(1,1,0,1,0,0,0): 

> w[12]:=W(0,0,1,1,0,0,0): 

> w[13]:=W(1,0,1,1,0,0,0): 
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> w[14]:=W(0,1,1,1,0,0,0): 

> w[15]:=W(1,1,1,1,0,0,0): 

> w[16]:=W(0,0,0,0,1,0,0): 

> w[17]:=W(1,0,0,0,1,0,0): 

> w[18]:=W(0,1,0,0,1,0,0): 

> w[19]:=W(1,1,0,0,1,0,0): 

> w[20]:=W(0,0,1,0,1,0,0): 

> w[21]:=W(1,0,1,0,1,0,0): 

> w[22]:=W(0,1,1,0,1,0,0): 

> w[23]:=W(1,1,1,0,1,0,0): 

> w[24]:=W(0,0,0,1,1,0,0): 

> w[25]:=W(1,0,0,1,1,0,0): 

> w[26]:=W(0,1,0,1,1,0,0): 

> w[27]:=W(1,1,0,1,1,0,0): 

> w[28]:=W(0,0,1,1,1,0,0): 

> w[29]:=W(1,0,1,1,1,0,0): 

> w[30]:=W(0,1,1,1,1,0,0): 

> w[31]:=W(1,1,1,1,1,0,0): 

> w[32]:=W(0,0,0,0,0,1,0): 

> w[33]:=W(1,0,0,0,0,1,0): 

> w[34]:=W(0,1,0,0,0,1,0): 

> w[35]:=W(1,1,0,0,0,1,0): 

> w[36]:=W(0,0,1,0,0,1,0): 

> w[37]:=W(1,0,1,0,0,1,0): 

> w[38]:=W(0,1,1,0,0,1,0): 

> w[39]:=W(1,1,1,0,0,1,0): 

> w[40]:=W(0,0,0,1,0,1,0): 

> w[41]:=W(1,0,0,1,0,1,0): 

> w[42]:=W(0,1,0,1,0,1,0): 

> w[43]:=W(1,1,0,1,0,1,0): 

> w[44]:=W(0,0,1,1,0,1,0): 

> w[45]:=W(1,0,1,1,0,1,0): 

> w[46]:=W(0,1,1,1,0,1,0): 

> w[47]:=W(1,1,1,1,0,1,0): 

> w[48]:=W(0,0,0,0,1,1,0): 

> w[49]:=W(1,0,0,0,1,1,0): 

> w[50]:=W(0,1,0,0,1,1,0): 

> w[51]:=W(1,1,0,0,1,1,0): 

> w[52]:=W(0,0,1,0,1,1,0): 

> w[53]:=W(1,0,1,0,1,1,0): 

> w[54]:=W(0,1,1,0,1,1,0): 

> w[55]:=W(1,1,1,0,1,1,0): 

> w[56]:=W(0,0,0,1,1,1,0): 
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> w[57]:=W(1,0,0,1,1,1,0): 

> w[58]:=W(0,1,0,1,1,1,0): 

> w[59]:=W(1,1,0,1,1,1,0): 

> w[60]:=W(0,0,1,1,1,1,0): 

> w[61]:=W(1,0,1,1,1,1,0): 

> w[62]:=W(0,1,1,1,1,1,0): 

> w[63]:=W(1,1,1,1,1,1,0): 

> w[64]:=W(0,0,0,0,0,0,1): 

> plot(w[2],x=0..1); 

 
> plot(w[7],x=0..1); 
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> plot(w[13],x=0..1); 

 
 

 
> plot(w[53],x=0..1); 
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ს ა ვ ა რ ჯ ი შ ო ე ბ ი 

5.1. გამოთვალეთ 

ა) 
1 1

3 6



 ;       ბ) 
3 1

8 4



 ;   გ) ; 
5 1

16 6



  დ) 
7 1

32 3



 . 

 

5.2. ა)  იპოვეთ  3 0,0,0I  სიმრავლის ანასახი [0,1)-ზე; 

    ბ) იპოვეთ  3 0,1,0I  სიმრავლის ანასახი [0,1)-ზე; 

    გ) იპოვეთ  5 1,0,0,1,1I  სიმრავლის ანასახი [0,1)-ზე; 

    დ) იპოვეთ  4 0,0,0,1I  სიმრავლის ანასახი [0,1)-ზე. 

 

5.3. დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია შემდეგი უტოლობა 

, , [0,1)x y x y x y


    . 

 

5.4. ვთქვათ    [0,1/2)1f x x . დაამტკიცეთ, რომ wf C  და  f x  არ არის უწყვეტი 

G -ზე. 

5.5. გამოთვალეთ  

ა) 
1 1

d ,
8 8

     
         

; 

ბ) 
3 3

d ,
16 16

     
         

; 

გ) 
1 1

d ,
4 4

     
         

; 

დ) 
5 5

d ,
16 16

     
         

. 

5.6. დაამტკიცეთ, რომ d , >0, , ,
2 2 2 2 2 2m m m m m m

p p p p p p
                   

                                

. 
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6.ფურიე-უოლშის მწკრივები. დირიხლეს გული 
 

 

ვთქვათ     [0,1f L G f L  . მაშინ მოცემული ფუნქციის ფურიეს უოლშის n -

ური კოეფიციენტი განიმარტება ტოლობით 

   
[0,1)

ˆ ˆ: :n n

G

f n f d f n fw 
 

  
 
 

  . 

სამართლიანია შემდეგი 

თეორემა (რიმან-ლებეგი). ვთქვათ  [0,1)f L . მაშინ 

 ˆ 0f n   როცა n . 

დამტკიცება. რადგან  უოლშის პოლინომთა სიმრავლე ყველგან მკვრივია  [0,1)L -ში, 

ამიტომ ნებისმიერი დადებითი  -თვის არსებობს უოლშის პოლინომი  

   
2 1

0

:

N

k k

k

p x w x




   

ისეთი, რომ  

1
f p   . 

მეორეს მხრივ უოლშის სისტემის ორთონორმირებულობის ძალით 

ˆ ( ) 0p n   როცა 2Nn  , 

მაშასადამე, როცა 2Nn   მივიღებთ 

   
[0,1) [0,1)

ˆ
n nf n fw f p w    , 

 
1

f̂ n f p    . 

რაც ამტკიცებს თეორემის სამართლიანობას. 

 

 f L G ფუნქციის ფურიე-უოლშის მწკრივი განიმარტება შემდეგნაირად 

 
0

ˆ: k

k

Sf f k 




 . 

ანალოგიურად,  [0,1)f L ფუნქციის ფურიე-უოლშის მწკრივი განიმარტება 

შემდეგნაირად 

 
0

ˆ: k

k

Sf f k w




 . 

Sf  მწკრივის n -ური კერძო ჯამები განიმარტება შემდეგნაირად 
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     
1

0

ˆ:
n

n k

k

S f x f k x




 . 

ადვილი დასანახია, რომ 

               
1

0

n

n k k n
G G

k

S f x f t t x d t f t D x t d t   




     

სადაც 

   
1

0

:
n

n k

k

D t t




  

უწოდებენ დირიხლეს გულს. 

 

სამართლიანია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა. ვთქვათ 1 2

1 2: 2 2 2 , 0rn n n

rn n n n        . მაშინ სამართლიანია 

შემდეგი 

 

               

   

1 1 2 2 3 32 2 2 2 2 2

2 2

n n n n n n

n nr r

n nD x x x D x x D x x D x

x D x

   



  

 
 

 

 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ  
   1 2

0
: 2 2 2 , :k k r

k n n n
n n n      . 

რადგანაც 

       '2 ' 2 2
, ' 2N N N

N

nn
D x D x x D x n


    

მივიღებთ 

             1 11 11 2 22
n nnn n n

D x D x D x x D x


    

       21 1 22 2 2
n n n

n
D x x D x


   

            21 1 2 22 2 2 2
n n n n

n
D x x D x x D x     

             21 1 2 2 12 2 2 2 2
n n n n n

n
D x x D x x x D x      

   

           

       

1 1 2 1 2 2

1 2 1

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

n n n n n n

n n n nr r

D x x D x x x D x

x x x D x

  

  


  

 
 

=
         

   

1 1 2 1 2 3

1 1

2 2 2 2 2 2

2 2 2

n n n n n n

n n nr r

D x x D x x D x

x D x

 






 

  

 
 

             

   

1 2 2 3 32 2 2 2 2 2 2

2 2

n n n n n nnr r

n nr r

n nx x D x x D x x D x

x D x

   



   
  

 
. 

ადვილი დასანახია, რომ 

   12
nn x D x =    1 12 2

n nx D x  
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       2 2 2 22 2 2 2 2
n n n n nr

x D x x D x 
 

  

 

       
2 2 22 2

n n n nk k knk r
x D x x D x 

 
  

და მაშასადამე 

                 
   

21 1 2 2 32 2 2 2 2

2 2
.

n n n n n

n nr r

n n n
D x x x D x x D x x D x

x D x

   



  

 
 

რაც ამტკიცებს თეორემის სამართლიანობას. 

      დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ თუ 

0

: 2 , 0,1j

j j

j

m m m




 
 

მაშინ ადგილი აქვს წარმოდგენას 

              12 2 2 2
0 0

.j j j jm m j m j

j j

D x x m x D x x m D x D x   

 

 

   
 

 

თეორემა (დირიხლეს გულის ზემოდან შემოსაზღრულობა). ვთქვათ  0,1x . მაშინ 

სამართლიანია შემდეგი 

 
2

min , .nD x n
x

 
  

 
 

დამტკიცება. ვთქვათ 1 12 2 , 0,1,..., , 2 2j j N Nx j N n        . მაშინ ზემოთ 

დამტკიცებული თეორემის ძალით გვაქვს 

     
1 1

2 2
0 0

2 2k k

j j
k j

n k

k k

D x n w x D x
 

 

    , 

მეორეს მხრივ, როცა  0,2 Nx   გვაქვს 

 nD x n . 

თეორემა დამტკიცებულია.  

 

შედეგი. სამართლიანია შემდეგი   
1

log 1nD O n  . 

თეორემა (დირიხლეს გულის ქვემოდან შემოსაზღრულობა). ვთქვათ 

2 2 1

0

2 , 2 1
m

k m

k

n x 



   . მაშინ სამართლიანია შემდეგი 

 
1

4
nD x

x
 . 

დამტკიცება. ვთქვათ 12 2 ,j jx    მაშინ ადვილი დასანახია, რომ 

 
2

1

1

0

2 2
j

k j

n k j

k

D x n n








  . 
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რადგანაც 
1 1j jn n   , ამიტომ 

 
2

1 2

1

0

1
2 2 2

4

j
k j j

n k j

k

D x n n
x


 





    . 

 

ნებისმიერი ნატურალური n  რიცხვისათვის ვარიაცია განიმარტება შემდეგნაირად 

  1 0

1

: k k

k

V n n n n






   . 

ლებეგის მუდმივი კი 

1
:n nL D . 

სამართლიანია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა. ადგილი აქვს შემდეგ შეფასებას 

 
 

8
n

V n
L V n  . 

დამტკიცება. რადგანაც 

        12 2
0

j jn n j

j

D x x n D x D x 





 
 

აბელის გარდაქმნის გამოყენებით მივიღებთ 

 

      12 2
0

j jn j

j

D x n D x D x





 
 

           1 1

1

1 2 2 2 2
0 0 0

k k k k

jN N

j j

j k k

n n D x D x D x D x 





  

      
 

           1 1

1

1 1 12 2
0

j N

N

j j

j

n n D x D x D x D x 







    
 

     1 1

1

1 02 2
0

j N

N

j j

j

n n D x D x n 







   
 

   11 02
0

j

N

j j

j

n n D x n



  
. 

თუ გავითვალისწინებთ იმ ფაქტს, რომ  
2 1

1nD   მივიღებთ 

 nL V n . 

ეხლა დავამტკიცოთ შეფასება ქვემოდან. ვთქვათ 

1

1
1,2,...,

0,

j j

k

j j

l k m
n j s

m k l 

 
 

 

   . 

მაშინ ადვილი დასანახია, რომ 
11j jm l    და 

           1 12 2 2 2
1 1

j

k k m lj j

j

ms s

n

j k l j

D x D x D x D x D x 

  

     
. 
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ვთქვათ  1
: 2 ,2 , 1,2,...,j jm l

jA j s
   


 , მაშინ პელის ლემას გათვალისწინებით 

მივიღებთ 

      11

1 1
11 1 1

1 1

1
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

j j j j ji i i i

j j
l l l m lm l m m

n

i i

D x 

 
  

 

          . 

მაშასადამე 

   
1 1

1 1 1
2

2 4 8

j

j

s s
l

n n j

j jA

L D A s V n
 

     . 

თეორემა დამტკიცებულია. 

 

> H:=(x,n)->sum(w[j](x),j=0..n-1); 

 := H ( ),x n 
j 0

n 1

( )w
j

x  

> plot(H(x,5),x=0..1); 

 
 

> plot(H(x,8),x=0..1); 
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> plot(H(x,17),x=0..1); 

 
> plot(H(x,16),x=0..1); 
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> plot(H(x,21),x=0..1); 

 
 

 

 

 

 

ს ა ვ ა რ ჯ ი შ ო ე ბ ი 
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6.1. დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია ფორმულა  

    
1

2 2
0

1n k

n

k

D x x




  . 

6.2. გამოიყენეთ ამოცანა 1-ში მოცემული ფორმულა და დაამტკიცეთ, რომ 

 
 

 2

2 , 0

0, \ 0
n

n

n

n

x I
D x

x G I

 
 

 . 

 

6.3. დაამტკიცეთ შემდეგი ფორმულის სამართლიანობა 

       
2 2 2

, 0 2n n n

n

mm
D x D x x D x m


    . 

6.4. დაამტკიცეთ შემდეგი ფორმულის სამართლიანობა 

       
2 2 2 1

, 0 2n n n

n

mm
D x D x x D x m

 
    . 

6.5. გამოთვალეთ        31 , 23 , 12 , 43V V V V . 

6.6. დაამტკიცეთ, შემდეგი ფორმულის სამართლიანობა 

 

 

 

     

1

12

2

2 , 0,...,0

2 , 0,...,0,1

, 0,...,0

n

n

n

n

n

nl

l n

l x I

D x l x I

x D x x I





  


  



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7. ფურიე-უოლშის მწკრივების 

წერტილოვანი  კრებადობა 
 

 

წარმოდგენილ პარაგრაფში ჩვენ შევისწავლით ფურიე-უოლშის მწკრივების 

წერტილოვან  კრებადობასთან დაკავშირებულ საკითხებს. პირველ რიგში 

დავამტკიცოთ, რომ სამართლიანია შემდეგი 

ლემა. ვთქვათ 1f L  და [0,1)x . მაშინ 

 

 
.

[0,1)\

lim 0

N

n
n

I x

f t D x t dt


 
  

 
  

ნებისმიერი ნატურალური N -ითვის. 

დამტკიცება. რადგანაც  
.

0Nx t I   და  

. . . .

2 2
0

j jn n j

j

D x t x t n w x t D x t




       
           

       


 

პელის ლემას გამოყენებით მივიღებთ 

 

 

 
.

[0,1)\ N

n

I x

f t D x t dt
 

 
 

  

 

 
1 . . .

2 2
0 [0,1)\

j j

N

N

j n

j I x

n f t w x t w x t D x t dt




     
        

     
   

 
1

0

ˆ
N

j j

j

n g n




 , 

სადაც 

     
.

2 2
: j jjg t f x t w t D t

 
  

 
. 

რადგანაც 
1jg L , ამიტომ რიმან-ლებეგის ლემის ძალით  ˆ 0,jg n n   და 

მაშასადამე 

 

 
.

[0,1)\

lim 0

N

n
n

I x

f t D x t dt


 
  

 
 . 

ლემა დამტკიცებულია. 

 

სამართლიანია შემდეგი თეორემა. 
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თეორემა (ლოკალიზაციის პრინციპი). ვთქვათ 1,f g L  და f g  რაღაც [0,1)V   

ღია სიმრავლეზე. ნაშინ  nS f x  და  nS g x  ერთდროულად ან კრებადია ან 

განშლადია ნებისმიერი x V . 

 

დამტკიცება. ნებისმიერი ფიქსირებული x V  არსებობს ორობითი ინტერვალი 

 NI x V . მაშინ ზემოთ დამტკიცებული ლემის ძალით 

   
 

    
.

[0,1)\

0

N

n n n

I x

S f x S g x f t g t D x t dt
 

     
 

  

რაც ამტკიცებს თეორემის სამართლიანობას. 

 

თეორემა (დინის ნიშანი). ვთქვათ 1[0,1),x f L  . განსაზრღოთ g  ფუნქცია 

ტოლობით 

 
   

.
: , [0,1) \{ }

f t f x
g t t x

x t


 



. 

თუ 1g L  მაშინ 

    ,nS f x f x n  . 

დამტკიცება. რადგანაც 

 
.

.

2
nD x t t x

x t

 
   

  

 

მივიღებთ 

   
 

    
 

 
.

[0,1)\

2

N N

n n

I x I x

S f x f x f t f x D x t dt g t dt
 

     
 

  . 

ზემოთ დამტკიცებული ლემის ძალით 

 

    
.

[0,1)\

0,

N

n

I x

f t f x D x t dt n
 

    
 

 , 

მეორეს მხრივ, რადგანაც 1g L , ამიტომ  

 

  0,

NI x

g t dt N  . 

თეორემა დამტკიცებულია. 

 

დინის ნიშნიდან გამომდინარეობს, რომ თუ 

     
. 1

log 1/ , 0, 0f x t f x O t t



  

     
 

 

მაშინ 

    ,nS f x f x n   
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მაგალითი. ვთქვათ    [0,1/3): 1f t t  და დავამტკიცოთ, რომ 
2

1

3
nS f

 
 
 

 

განშლადია. მართლაც, 

   2 2

2

1 .
2 2

22 2
10

3

1 1 1 1
2 2 0,

3 3 3 3
n n

n

n n

n

I

S f f t D t dt f t dt I
 
 
 

        
          

        
  . 

რადგანაც 

 
1

0,1,0,1,...,0,1,....
3


 

 
 

 

ამიტომ 
2 2

2 2 2 2 2
1 1

1 1 1 1 1 2 1 2 1
, ,

3 2 2 2 3 3 2

n nn n

n j j n n
j j

I
 

 

     
      

    
  . 

საიდანაც დავასკვნით, რომ 

 

2 2 2

1 1 1 1 1 1
0,

3 3 3 3 3 2 3 2
n n n

I
      

                
. 

მაშასადამე 

22

1 1

3 3
nS f

 
 

 
. 

გამოვთვალოთ 2 12

1

3
nS f

 
 
 

. ანალოგიურად მივიღებთ, რომ  

   2 1 2 1

2 1

1 .
2 1 2 1

2 12 2
10

3

1 1 1 1
2 2 0,

3 3 3 3
n n

n

n n

n

I

S f f t D t dt f t dt I 



 



 
 
 

        
          

        
  . 

ადვილი დასანახია, რომ  
2 2 2 21 1

2 1 2 2 2 1 2 1
1 1

1 1 1 1 1 2 1 2 1
, ,

3 2 2 2 3 3 2

n nn n

n j j n n
j j

I
    

  
 

     
      

    
  , 

საიდანაც დავასკვნით, რომ 

 

2 1 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
0,

3 3 3 3 3 2 3 2
n n n

I   

      
                

. 

მაშასადამე, 

 

2 12

1 2

3 3
nS f

 
 

 
. 

საბოლოოდ მივიღებთ, რომ 

2 1 22 2

1 1 1
0

3 3 3
n nS f S f

   
     

   
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და მაშასადამე კოშის კრიტერიუმის ძალით დავასკვნით რომ 
2

1

3
nS f

 
 
 

 არ არის 

კრებადი. 

 

 

 

ს ა ვ ა რ ჯ ი შ ო ე ბ ი 

 

7.1. ვთქვათ  
2

,0 1/ 2
:

,1/ 2 1

t t
f t

t t

 
 

 
. გამოთვალეთ 

ა) 
1

lim
2

n
n

S f


 
 
 

       

ბ) 
1

lim
3

n
n

S f


 
 
 

 

გ) 
2

lim
3

n
n

S f


 
 
 

 

7.2. ვთქვათ    [0,5/6): 1f t t . დაამტკიცეთ, რომ მიმდევრობა 
2

5

6
nS f

 
 
 

 განშლადია. 

რა შეიძლება ითქვას 
1

lim
5

n
n

S f


 
 
 

? 

 

7.3. იპოვეთ დირიხლეს ფუნქციის ორობითი წარმოებული. 

 

 

 

 

 

 

 

8. ფეიერის საშუალოები 
 

ვთქვათ მოცემულია რიცხვითი მწკრივი 
1

k

k

a




  და განსავზღროთ  

1

1
:

n

n k

k

A
n




   

სადაც 
1

: , 1,2,....
k

k j

j

A a k


   
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ვიტყვით, რომ 
1

k

k

a




  მწკრივი არის ფეიერის აზრით კრებადი (ან (C,1)-კრებადი) თუ 

კრებადია შემდეგი  n  მიმდევრობა. რადგანაც, 

1

1 n

n k

k

A A A
n




    

ამიტომ ადვილი დასანახია, რომ თუ მწკრივი  კრებადია , მაშინ ფეიერის აზრითაც 

კრებადი, პირიქით საზოგადოდ სამართლიანი არ არის, მართლაც, მწკრივი  1
n

  

არ არის კრებადი, მაგრამ ფეიერის აზრით კრებადია. 

ვთქვათ  nS f x  იყოს ფურიე-უოლშის მწკრივის n-ური კერძი ჯამი, მაშინ ფურიე 

უოლშის მწკრივის ფეიერის საშუალოები განიმარტება შემდეგნაირად 

   
1

1
:

n

n k

k

f x S f x
n




  . 

ადვილი დასანახია, რომ  n f x  ინტეგრალური ფორმოთ ჩაიწერება შემდეგნაირად 

     
1 1. .

0 0

n n nf x f x t K t dt f t K x t dt
   

      
   

   

სადაც,  nK t  არის უოლშ-ფეიერის გული, რომელიც განიმარტება შემდეგნაირად 

   
1

1
:

n

n k

k

K t D t
n 

  . 

ჩვენს მიზანს წარმოადგენს  n f x  საშუალოების კრებადობის შესწავლა, რაც 

დამოკიდებულია უოლშ-ფეიერის გულის შესწავლაზე. სამართლიანია შემდეგი 

თეორემა. 

თეორემა. სამართლიანია შემდეგი 

 

 

 

 

 

1

1

2

2 1/ 2, 0

2 ,

0, , , , 0,1,..., 1

n

n

n

s

n s

n s l

t I

K t t I e

t I e e s l s l n





  


 


     .

 

დამტკიცება. როგორც ვიცით, სამართლიანია შემდეგი 

       
1

1

2 2 2

2
1 1 2 1

2

n n n

n

n

n

j j j

j j j

K t D t D t D t



   

      

            
1 1 1 1

1 1 1

2 2 2 2

2 2 2
1 1 1 1

n n n n

n n nj j jj
j j j j

D t D t D t D t w t D t

   

  
   

         

       
1 1

1 1

2 2
1

2 2
1 1

2

n n

n n

n

j j

j j

D t D t w t D t

 

 



 

     

      
1

1 1

2
1

2 2
1

1 2

n

n n

n

j

j

w t D t D t



 





   
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              
2

2 1 1 1 2

2
1 2

2 2 2 2 2
1

1 1 2 1 2

n

n n n n n

n n

j

j

w t w t D t D t w t D t



    

 



       

   

               1 1 2 1 2 0

1 2

2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 1 1n n n n n

n nD t w t D t w t w t w t    

          

    
11

2 2
0 1

1 2k j

nn
j

j k j

w t D t


  

   . 

ვთქვათ  0 1,...,n nt I t t   და 
1

0

2
n

j

j

t




 . მაშინ ადვილი დასანახია, რომ   
2

0nK t  .  

ვთქვათ,  0nt I . მაშინ 

 
 2

1

12
1

2 2 11
2 1/ 2

2 2

n

n

n n

n

n n
j

K t j 





    . 

ვთქვათ   , 0,..., 1n st I e s n   . მაშინ პელის ლემას გამოყენებით მივიღებთ, რომ  

    
11

2 2
0 1

1 2 0k j

nn
j

j k j

w t D t


  

    

 მხოლოდ მაშინ, როცა j s  და მაშასადამე 

      
1

1 2 1

2 2 2
1

2 1 2 2 2 2n k s

n
n s n s s n s

k s

K t w t D t


   

 

     . 

თეორემა დამტკიცებულია.  

 

თეორემა. ვთქვათ 1 2

1 2: 2 2 2 ,rn n n

rn n n n       და 
  1 2: 2 2 2k k r
k n n n

n      . 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი 

           
1 11

2 22 2
1 11 1

2 j

n n n nk j k j

j jr r
n j

n

j jk k

nK t w t K t w t n D t
 

  

   
    

   
    

დამტკიცება. ადვილი დასანახია, რომ 

     
 

   
 

 
1 11 1 1

1

1

2 2 2

2
1 1 1 12 1

n n n

n

n

n n n

n j j j j j
j j j jj

nK t D t D t D t D t D t



    

          

 
 

      
11

1 1

2

2 2
1 1

n

n n

n

j j

j j

D t D t w t D t
 

     

       
 

 
11

1 1

2
1

2 2
1 1

n

n n

n

j j

j j

D t n D t w t D t
 

     

                   
 

 
2

1 2

1 1 1 2 1 2 1 2

1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1

2 2n n n n n n n n

n
n n

j

j

K t n D t w t K t n w t D t w t w t D t


       

   

               1 2

1 1 1 2 1 2

1 2

2 2 2 2 2 2
2 2n n n n n n

n n
K t n D t w t K t n w t D t       
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           
 

 
1

1

1 1

2 2 1
1

2 22 2 2
11 1 1

2

r

r
n n n n nk r k r k

r r r n
rn

j

jk k k

w t K t w t n D t w t D t





 

  


  

     
       
     

    

=            
 

 
11 1 11 1

2 2 22 2
1 1 11 1 1

2

r

j

n n n n nk j k j k

j j rr r n
n j

j

j j jk k k

w t K t w t n D t w t D t

   

    

     
      

    
      

         
1 11

2 22 2
1 11 1

2 j

n n n nk j k j

j jr r
n j

j jk k

w t K t w t n D t
 

  

   
    

   
   . 

თეორემა დამტკიცებულია. 

 

თეორემა. სამართლიანია შემდეგი 

 
1

0

sup 2n
n

K t dt  . 

დამტკიცება. ზემოთ დამტკიცებული თეორემების ძალით 

 
 

 
 

 
1 1

2 2 2
00 0

n n n

n n s

n

sI I e

K t dt K t dt K t dt




     

1 1
1

0

2 1/ 2
2 1

2

n n
s n

n
s

 
 




    

მეორეს მხრივ, 

       
1

2 2
1 1

2 j

n nj j

r r
n j

n

j j

n K t K t n D t


 

    

და მაშასადამე 

 
1

10

2
2 2j

r
n

n

j

K t dt
n 

  . 

რაც ამტკიცებს თეორემის სამართლიანობას. 

 

ქვემოთ ჩვენს მიზანს წარმოადგენს ფურიე-უოლშის მწკრივების ფეიერის 

საშუალოების კრებადობის საკითხების შესწავლა. ჯერ შევისწავლოთ წერტილში 

კრებადობის საკითხი. სამართლიანია შემდეგი თეორემა. 

 

თეორემა. ვთქვათ [0,1)x  და  f L ფუნქცია W-უწყვეტია x  წერტილში. მაშინ 

   lim m
m

f x f x


 . 

დამტკიცება. როგორც ვიცით 

 

   
1 .

0

n nf x f t K x t dt
 

  
 


 

და 

 

1mK c . 

მაშასადამე, 
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   
 

    
.

N

n n

I x

f x f x f t f x K x t dt
 

    
 


 

 

    
.

[0,1)\ N

n

I x

f t f x K x t dt
 

   
 


 

 

უკვე ცნობილი ფაქტის ძალით 

 

    
.

[0,1)\

0,

N

n

I x

f t f x K x t dt n
 

    
 

 . 

მეორეს მხრივ, 

 

    
 

   
 

   
1. .

0

sup sup
N N

N

n n
u I x u I x

I x

f t f x K x t dt f u f x K x t dt c f u f x
 

   
         

   
 

 

თუ გავითვალისწინებთ იმ ფაქტს, რომ მოცემული ფუნქცია W-უწყვეტია x  

წერტილში მივიღებთ დასამტკიცებელს. 

 

შევნიშნოთ, რომ თუ მოცემული ფუნქცია იქნებოდა wC  კლასიდან, მაშინ თუ 

გავიმეორებთ იგივე გზას რაც ზემოთმოყვანილ დამტკიცებაში იყო მოცემული 

მივიღებთ, რომ ფურიე-უოლშის მწკრივის ფეიერის საშუალოები  თანაბრად 

კრებადია. ქვემოთ ჩვენ შევისწავლით უფრო ზოგად საკითხს, კერძოდ 

დამტკიცებული იქნება ფურიე-უოლშის მწკრივების ფეიერის საშუალოების 

კრებადობის სიჩქარე. ვიდრე დავიწყებდეთ ამ საკითხების შესწავლას, შემოვიღოთ 

ორობითი უწყვეტობის მოდულის ცნება. 

 

განმარტება. ვთქვათ  [0,1)Wf C  და არის 1-პერიოდული ფუნქცია. მაშინ f  

ფუნქციის ორობითი უწყვეტობის მოდული განიმარტება შემდეგნაირად 

   
.

0

, : sup sup
h x

f f x h f x


 
 

 
   

 
. 

შემოვიღოთ შემდეგი ფუნქციათა კლასი. ვიტყვით, რომ f Lip , თუ 

   , : , 0f O      . 

 

სამართლიანია შემდეგი თეორემა. 

 

თეორემა. ვთქვათ  [0,1)Wf C . მაშინ სამართლიანია შემდეგი შეფასება 

   
1

1

2

0

4 ,2 2 ,2 ,2 2
s

s k s k s s

n C
k

f f f c f n  


   



     . 

დამტკიცება. ვთქვათ 
2

: sP S f . მაშინ ადვილი დასანახია, რომ 

     n n nf f f P P f P P         . 

ადვილი დასანახია, რომ (იხ. სავარჯიშო) 
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   
2

2 2
1

1 2
s

s s

s

n l

l

P P S f S f P P
n n

 


      

და მაშასადამე, 

 

 n n nC C CC
f f f P P f P P          

 

 
2sn CC C

f P P f P P       . 

შევნიშნოთ, რომ 

 

       
 

 
1 . .
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0 0

2s

s

s
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P x f x f x t f x D t dt f x t f x dt
      

            
      

   

   
.

0 2

sup sup ,2
s

s

C
xt

P f f x t f x f




 

 
     

 
, 

      
1 .

0

2 2 ,2 s

n n CC

C

f P f P t K x t dt f P f   
       

 
 . 

 

ადვილი დასანახია, რომ (იხ. სავარჯიშო) 

 

     2 2 2 2 2 2 2 2 2s s s s s s s s s
CC C C

S f S f S f S f S f f f f          . 

მაშასადამე მივიღებთ 

 

 
2

,2 .s

s

n C C
f f c f f f       

ჩვენს მიზანს წარმოადგენს 
2s

C
f f   სიდიდის შეფასებას. როგორც ვიცით 

       
1 .

2 2

0

s sf x f x f x t f x K t
  

     
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 . 

მაშინ ზემოთ დამტკიცებული თეორემის ძალით 

 

     
 

 
.
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2 1/ 2s

s
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f x f x f x t f x dt    
      

  
  

 

 
1 .

1
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s l

s
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l I e

f x t f x dt






  
    

  
  , 

   
1

1

2
0

, 2 2 ,2s

s
s l s l

C
l

f f f f  


   



   . 

რაც ამტკიცებს თეორემის სამაღრთლიანობას. 

 

ადვილი დასანახია, (იხ. სავარჯიშო), რომ  
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 ,2 0, ,s

Wf s f C      

და 

 
1

1

0

2 ,2 0, ,
s

l s l

W

l

f s f C


  



   . 

მაშასადამე ზემოთდამტკიცებული თეორემიდან მივიღებთ, რომ სამართლიანია 

შემდეგი 

 

თეორემა. ვთქვათ  [0,1)Wf C . მაშინ f  ფუნქციის ფურიე-უოლშის მწკრივების 

ფეიერის საშუალოები თანაბრად კრებადია f -კენ. 

 

 

ს ა ვ ა რ ჯ ი შ ო ე ბ ი 

 

8.1. დაამტკიცეთ, რომ მიმდევრობის კრებადობიდან გამომდინარეობს (C,1)-

კრებადობა. 

8.2. დაამტკიცეთ ფეიერის საშუალოებისათვის ინტეგრალური წარმოდგენის 

ფორმულა. 

8.3. დაამტკიცეთ, რომ ორობითი უწყვეტობის მოდულისათვის არ არის სამართლიანი 

შემდეგი ფორმულა    ;2 ;f c f    . 

8.4. დაამტკიცეთ, რომ თუ  [0,1)Wf C , მაშინ  
0

lim ; 0f


 
 

 . 

8.5. დაამტკიცეთ, რომ თუ  [0,1)Wf C , მაშინ  
1

0

lim 2 ,2 0
s

k s k

s
k

f


 




 . 

8.6. დაამტკიცეთ შემდეგი ფორმულის სამართლიანობა      2 2 2 2s s s sS f x S f x  . 

8.7. დაამტკიცეთ შემდეგი ფორმულის სამართლიანობა  
2

, [0,1)s WCC
S f f f C  . 

8.8. დაამტკიცეთ შემდეგი ფორმულის სამართლიანობა      n m m nS S f x S S f x . 

8.9. დაამტკიცეთ შემდეგი ფორმულის სამართლიანობა 

  
 

 
2

2

, 2

, 2

s

s

s

i s

i

S f x i
S S f x

S f x i

 
 



. 
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9. haaris vevეleti 
 

 
ganvixiloT Semdegi marTkuTxovani talRa 
 

 
1, [0,1)

0, [0,1)

x
x

x



 


 

 
> phi:=x->piecewise(x<0,0,x<1,1,0); 

 :=  x ( )piecewise , , , ,x 0 0 x 1 1 0  

> plot(phi(x),x=0..2,y=0..2); 

 
 

ganvixiloT  0, ,n x n Z   funqciaTa sistema, romelic miiReba  x  

funqciis Zvris Sedegad, e. i. 
 

   0, ,n x x n n Z    . 

 
> plot(phi(x-5),x=0..6,y=0..6); 
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SemoviRoT aRniSvna 

  20 : ,
L

V clos x k k Z   . 

pirvel rigSi SevniSnoT, rom   :x k k Z    sistema 

orTonormirebuli da sruli sistemaa 0V -Si. radganac nebismieri 

orTonormirebuli sruli sistema bazisia , amitom davaskvniT, rom  

  :x k k Z    sistema bazisia 0V -Si e. i. nabismieri funqcia 0V  

sivrcidan warmoidgineba Semdegnairad 

    0,k

k

f x x k f V    , 

rac niSnavs, rom 0V  Seicavs im funqciebs, romlebic [ , 1),k k k Z   

saxis intervalebze mudmiv mniSvnelobebs iRebs. 

 

> P:=(x,n)->phi(x-n); 
 := P ( ),x n ( ) x n  

> A:=(x,n)->sum(a[j]*P(x,j),j=1..n); 

 := A ( ),x n 
j 1

n

a
j

( )P ,x j  

> a[1]:=-2; 
 := a

1
-2  
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> a[2]:=-3; 
 := a

2
-3  

> a[3]:=5; 
 := a

3
5  

> plot(A(x,3),x=0..5); 

 
  
 

advili dasanaxia, rom  0, ,n x n Z   funqciaTa sistema 

orTonormirebuli bazisia 0V -Si. 

ganvixiloT  1, ,n x n Z   funqciaTa sistema, romelic miiReba  x  

funqciis Zvrisa da kumSvis  Sedegad, e. i. 
 

 2 ,x n n Z   . 

 

advili dasanaxia, rom  2x n   funqciis matarebeli orjer 

naklebi aris vidre  0,n x  funqciis matarebeli. marTlac, 

 

  0 2 1, / 2 1 / 2x n n x n       

rac niSnavs, rom 
 

supp(  
1

2 ) ,
2 2

n n
x n

 
   

 
. 

 

 2 ,x n n Z    funqciaTa sistema orTogonaluria, magram ar aris 

normirebuli. advili Sesamowmebelia, rom  2 2 ,x n n Z    
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funqciaTa sistema warmoadgens orTonormirebul sistemas  2L R -Si. 

Tu SemovitanT aRniSvnas 

 

  21 1,: ,kL
V clos x k Z  , 

sadac 

   1, 2 2k x x k    

maSin  1, ,n x n Z   funqciaTa sistema orTonormirebuli bazisia 1V -

Si. 
advili dasanaxia, rom  

0 1V V , 

marTlac 

           1,0 1,1 1,

1 1
2 2 1

2 2
n n

n

x x x x x h x            

sadac nulisgan gansxvavebuli koeficientebia mxolod 0h  da 1h  da 

0 1

1

2
h h  . 

analogiurad, Tu SemovitanT aRniSvnebs 
 

   2

2, 2 2k x x k   , 

  2 2,: ,kV clos x k Z  , 

maSin advili dasanaxia, rom 
 

0 1 2V V V  , 

supp(  2, 2 2

1
) ,

2 2
n

n n
x

 
  
 

 

da  2, ,n x n N   funqciaTa sistema warmoadgens orTonormirebul 

bazis 2V -Si. 

avagoT    , 2 2 3y x y x     da  2 4 11y x   funqciis grafikebi 

plot([phi(x),sqrt(2)*phi(2*x-3),2*phi(4*x-11)],x=0..4); 
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Tu gavagrZelebT zemoT moyvanil process, nebismieri j N  Cven 

SegviZlia avagoT 

   / 2

, : 2 2j j

j k x x k    

funqciaTa orTonormirebuli sistema , romlisTvisac  

  
 

supp(
,

1
) ,

2 2
j n j j

n n


 
  
 

. 

vTqvaT 

  2 ,: ,j j kL
V clos x k Z  . 

 
maSin advili dasanaxia, rom 
 

0 1 2 jV V V V    . 

Tu am process gavagrZelebT usasruloT miviRebT erTmaneTSi 

Cadgmul  2

jV L R  qvesivrceTa sistemas, romelTaTvisac 

 

0 1 2 jV V V V     . 

yovel  2

jV L R  sivrceSi   ,j n x  funqciaTa sistema warmoadgens 

orTonormirebul bazis.  , , ,j n x j n N   funqciaTa nebismieri wrfivi 

kombinacia warmoadgens uban-uban mudmiv funqcias da radganac aseT 

funqciaTa simravle mkvrivia  2L R -Si, amitom davaskvniT, rom 
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 2

0j j

V L R




 . 

analogiurad SeiZleba ganimartos  2

jV L R  uaryofiTi j -ebisaTvis 

da maSasadame miviRebT, rom 

1 0 1 jV V V V       

 2

j j

V L R




 , 

 0j
j

V




 . 

 

10. orTogonaluri proeqcia 
 

vTqvaT H  hilbertis sivrcea da ,A B  misi ori qvesimravlea. 

vityviT, rom A  orTogonaluria B -si da vwerT A B , Tu 

 , 0, ,a b a A b B     . 

 
vTqvaT M  aris H  hilbertis sivrcis sruli (wrfivi) qvesivrce da 
v H . amocana mdgomareobs SemdegSi: vipovoT iseTi w M  rom 

v w M  . 
Tu v M , maSin cxadia, rom w v . amitom zogadobis SeuzRudavad 
Cven SegviZlia vigulisxmoT, rom .v M  dauSvaT, rom aseTi 
elementi w  arsebobs da x  aris M -is elementi gansxvavebuli w -
gan. maSin piTagoras Teoremis ZaliT gvaqvs 

2 2 2 2
v x v w w x v w w x         , 

saidanac miviRebT, rom  
2 2

v w w x   . 

maSasadame 

inf
x M

v w v x


   .                             (1) 

piriqiT, vTqvaT w M  arisiseTi elementi, romlisTvisac (1) 
Sesrulebulia. maSin 

 
2 2 2 222 ,v w v w tx v w t v w x t x          

da es ukanaskneli iRebs minimalur mniSvnelobas, roca 

 
2

,
0

v w x
t

x


    

rac niSnavs, rom  , 0,v w x x M    , e. i. v w M  . maSasadame Cven 

davamtkiceT, rom Semdegi ori winadadeba erTmaneTis 
eqvivalenturia 
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1) inf
x M

v w v x


    

2) v w M   

vTqvaT inf
x M

m v x


  . Advili dasanaxia, rom arsebobs  nx  mimdevroba 

M -dan iseTi, rom  

 nv x m n   . 

pirvel rigSi davamtkicoT, rom  nx  mimdevroba aris koSis 

mimdevroba. marTlac, paralelogramis wesis gamoyenebiT miviRebT 
 

   
22 2 22

2 2i j i j i j j ix x x v v x x v v x v x x            . 

radganac,  
1

2
i jx x M  , amitom 

   
2

2
21

2 4 4
2

j i j iv x x v x x m      , 

meores mxriv, 

,i jx v x v m     . 

maSasadame, 
 

 
2 2 2 2 24 4 8i j i jx x x v v x m m m            . 

rac imas niSnavs, rom  nx  mimdevroba aris koSis mimdevroba. 

radganac M  sivrce aris sruli, amitom arsebobs w M , iseTi rom  

 0,nx w n   . 

da bolos, 

n nm v w v x w x m         . 

 -is nebismierobis gamo Cven vaskvniT, rom .v w m   

 
 

 
 

11. proeqciis operatori 
 

 
nebismieri j Z -Tvis ganvixiloT operatori: 

 2:j jP L R V , 

     , ,: ,j j n j n

n Z

P f f x 


 . 
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SevniSnoT, rom aq ar dgas sakiTxi jP  operatoris krebadobis 

Sesaxeb, vinaidan nebismieri dafiqsirebuli x R -Tvis jamSi 

   , ,, j n j n

n Z

f x 


  

mxolod erTi wevri aris gansxvavebuli nulisgan. 

ganvixiloT es operatori ufro detalurad. vTqvaT,  2f L R . maSin 

             
1 11

0, 0

0

, :

n

n n

n

f f x x n dx f y n y dy f y n dy f y dy f  
  

 

          

, 

sadac 0nf  aris f  funqciis saSualo mniSvneloba [ , 1)n n  

intervalze. maSin 
 

       0 0, 0, 0: , n n n

n Z n Z

P f f x f x n  
 

    . 

maSasadame  0P f  warmoadgens uban-uban mudmiv funqcias, romelic 

[ , 1)n n  saxis intervalebze iRebs f  funqciis saSualo 

mniSvnelobas. 

analogiurad  1P f -Tvis gvaqvs 

     
 

 
1 / 2

1, 1,

/ 2

1
, 2 2 2

2

n

n n

n

f f x x n dx f x dx f 





     , 

 
 

 
1 / 2

1,

/ 2

2

n

n

n

f f x



  , 

       1 1, 1, 1: , 2n n n

n Z n Z

P f f x f x n  
 

    . 

maSasadame  1P f  warmoadgens uban-uban mudmiv funqcias, romelic 

1
,

2 2

n n  


 
 saxis intervalebze iRebs f  funqciis saSualo 

mniSvnelobas. 
> phi:=x->piecewise(x<0,0,x<1,1,0); 

 :=  x ( )piecewise , , , ,x 0 0 x 1 1 0  

 

> f:=(sin(Pi*x))/x; 

 := f
( )sin  x

x
 

> g:=(n,j)->2^j*int(f,x=n/2^j..(n+1)/2^j); 
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 := g ( ),n j 2j d



n

2
j

n 1

2
j

f x  

> p:=(k,j)->sum(g(n,j)*(phi(2^j*x-n)),n=0..k); 

 := p ( ),k j 
n 0

k

( )g ,n j ( ) 2j x n  

> plot([p(6,0),f],x=0..3); 

 
 

 

 > phi:=x->piecewise(x<0,0,x<1,1,0); 
 :=  x ( )piecewise , , , ,x 0 0 x 1 1 0  

 

> f:=(sin(Pi*x))/x; 

 := f
( )sin  x

x
 

> g:=(n,j)->2^j*int(f,x=n/2^j..(n+1)/2^j); 

 := g ( ),n j 2j d



n

2
j

n 1

2
j

f x  

> p:=(k,j)->sum(g(n,j)*(phi(2^j*x-n)),n=0..k); 

 := p ( ),k j 
n 0

k

( )g ,n j ( ) 2j x n  
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> plot([p(6,1),f],x=0..3); 

 
> phi:=x->piecewise(x<0,0,x<1,1,0); 

 :=  x ( )piecewise , , , ,x 0 0 x 1 1 0  

 

> f:=(sin(Pi*x))/x; 

 := f
( )sin  x

x
 

> g:=(n,j)->2^j*int(f,x=n/2^j..(n+1)/2^j); 

 := g ( ),n j 2j d



n

2
j

n 1

2
j

f x  

> p:=(k,j)->sum(g(n,j)*(phi(2^j*x-n)),n=0..k); 

 := p ( ),k j 
n 0

k

( )g ,n j ( ) 2j x n  

> plot([p(12,2),f],x=0..3); 
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 > phi:=x->piecewise(x<0,0,x<1,1,0); 
 :=  x ( )piecewise , , , ,x 0 0 x 1 1 0  

 

> f:=(sin(Pi*x))/x; 

 := f
( )sin  x

x
 

> g:=(n,j)->2^j*int(f,x=n/2^j..(n+1)/2^j); 

 := g ( ),n j 2j d



n

2
j

n 1

2
j

f x  

> p:=(k,j)->sum(g(n,j)*(phi(2^j*x-n)),n=0..k); 

 := p ( ),k j 
n 0

k

( )g ,n j ( ) 2j x n  

> plot([p(120,4),f],x=0..3); 
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ganvixiloT sxvaoba 

   1j jP f P f  . 

es sxvaoba ekuTvnis 1jV   sivrces. davamtkicoT, rom  

   1j j jP f P f V   . 

vTqvaT, .jh V  maSin 

,s j s

s Z

h  


 . 

vinaidan , ,j s jV s Z    da  ,j s s Z



 sistema aris orTonormirebuli, 

amitom 

        , , , ,, , , ,j j n s j n j s n j n

n Z s Z n Z

P f h f f     
  

    .            (2) 

advili dasanaxia, rom 

, 1,2 1,2 1

1 1

2 2
j s j s j s       .                             (3) 

maSin (3) –is gaTvaliswinebiT miviRebT 

 

      1 1, 1, ,, , ,j j n s j n j s

n Z s Z

P f h f      

 

   

  1, 1, ,, ,s j n j n j s

s Z n Z

f    

 

   

 1, 1, 1,2 1,2 1

1 1
, ,

2 2
s j n j n j s j s

s Z n Z

f        

 

 
  

 
   

  1, 1, 1,2

1
, ,

2
s j n j n j s

s Z n Z

f     

 

    

  1, 1, 1,2 1

1
, ,

2
s j n j n j s

s Z n Z

f      

 

    
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 1,2

1
,

2
s j s

s Z

f  



   

 

 1,2 1

1
,

2
s j s

s Z

f   



   

1,2 1,2 1

1 1
,

2 2
s j s j s

s Z

f    



 
  

 
  

 ,,s j s

s Z

f 


 .                           (4) 

(2) da (4) –is gaTvaliswinebiT miviRebT 

          1 1, , , 0j j j jP f h P f h P f P f h      

nebismieri h -Tvis jV -dan, rac imas niSnavs, rom    1j j jP f P f V   . 

vTqvaT 

1j j jV V V 

   . 

aRvniSnoT :j jV W  . maSin 

1j j jV V W   . 

radganac    1j j jP f P f V   , amitom    1j j jP f P f W    da adgili aqvs 

Semdeg warmodgenas 

     1

W

j j jP f P f P f   . 

vTqvaT   0W  . radganac 0 1W V   , amitom is gaiSleba  x n   

bazisis mimarT. e. i. adgili aqvs warmodgenas 

1,k k

k

c  . 

radganac 

1 0 0V V W   

da 

0V   

amitom 

 0,, 0n   . 

meores mxriv 0, 1n V   da maSasadame adgili aqvs Semdeg gaSlas 

0, 1,n k k

k

h  . 

rogorc viciT 2 2 1

1

2
n nh h    da 

0, 1,2 1,2 1

1 1

2 2
n n n     . 

saidanac gvaqvs 
 



 69 

1, 1,2 1,2 1

1 1
, 0

2 2
k k n n

k

c    

 
  

 
 , 

2 2 1

1 1
0,

2 2
n nc c n Z   . 

ukanasknel gantolebas aqvs usasrulo amonaxsni. aviRoT Semdegi 
amonaxsnebi: 

0 1

1 1
,

2 2
c c   . 

maSin 

         1,0 1,1

1 1
2 2 1

2 2
x x x x x         . 

am   funqcia uwodeben haaris vevelets. Advili dasanaxia, rom 

 

1, [0,1/ 2)

1, [1/ 2,1)

0, [0,1)

x

x x

x






  
 

. 

 
> psi:=x->phi(2*x)-phi(2*x-1); 

 :=  x ( ) 2 x ( ) 2 x 1  

> plot(psi(x),x=0..1); 

 
 

> plot(sqrt(2)*psi(2*x-3),x=0..5); 
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 > plot(2*psi(4*x-5),x=0..5); 

 
 

advili dasanaxia, rom  

    1,2 1,2 1

0, ,
2 2

n n

n x x n n Z
 

  
      

warmoadgens orTonormirebul sistemas 0W -Si. garda amisa  0,n x  

orTogonaluria  0,k x , maSasadame  0, 0,,n n n Z
 


 funqciaTa sistema 

orTonormirebuli sistemaa 1V -Si. davamtkicoT, rom  0, 0,,n n n Z
 


 

sistema srulia, marTlac advili dasanaxia, rom 
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0,0 0,0 0,0 0,0

1,0 1,1,
2 2

   
 

 
   

rac amtkicebs mocemuli sistemis sisrules. Tu gaviTvaliswinebT 

im faqts, rom nebismieri sruli orTonormirebuli sistema bazisia 

davaskvniT, rom  0, 0,,n n n Z
 


 warmoadgens axal bazis 1V -Si da 

maSasadame  0,n n Z



 sistema orTonormirebuli bazisia 0W -Si. 

maSasadame Cven davamtkiceT, rom   ,x n n Z    sistema bazisia 
0W -

Si. xolo radganac 1j j jV V W   , amitom ანალოგიურად დამტკიცდება, 

რომ sistema,  

 / 22 2 ,j j x n n Z    

bazisia jW -Si.  

radganac 1 1j j jV V W   , amitom 1 1 1j j j jV V W W     . Tu gavagrZelebT 

am process da gaviTvaliswinebT im faqts, rom  

 0j
j

V




 , 

miviRebT  

1j i
i j

V W


  , 

meores mxriv, radganac  

 2

2

jL
j

clos V L R




 
 

 
, 

amitom 

 2

i
i

L R W



 .                          (5) 

 

 

 

ganmarteba. jW  sivrces uwodeben haaris veveletTa sivrces, xolo 

  funqcias- ki haaris vevelets. 
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radganac  , :j k k Z   sistema nebismieri fiqsirebuli j -Tvis 

orTonormirebuli bazisia jW  sivrceSi, amitom (5)-is ZaliT 

 , : ,j k j k Z   sistema orTonormirebuli bazisia  2L R -Si da am 

sistemas uwodeben haaris vevelet bazis. 

 

rogorc viciT, 1j j jV V W   , rac niSnavs, rom 

 

         1 , , , ,

W

j j j j k j k j k j k

k Z k Z

P f P f P f a x d x 

 

     , 

sadac  

     , , ,: ,j k j k j k

R

a f f x x dx     

da 

     , , ,: ,j k j k j k

R

d f f x x dx    . 

 

daskvna. Cven ganvixileT funqcia  
1, [0,1)

0, [0,1)

x
x

x



 


 da  2L R  sivrcis 

qvesivrceebi   2 ,: ,j j kL
V clos x k Z  , romlebic akmayofileben Semdeg 

Tvisebebs: 

 

1 0 1 jV V V V                      (6) 

 2

j j

V L R




 ,                        (7) 

 0j
j

V




 ,                          (8) 

    12j jf x V f x V                         (9) 

maSin arsebobs  2L R  sivrcis Semdegi orTogonaluri daSla 

 2

i
i

L R W



 .                       (10) 

Tu   ,x n n Z    sistema aris 0W  sivrcis orTonormirebuli 

bazisi, maSin am sistemis Zvrisa da kumSvis Sedegad miRebuli 
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sistema  / 22 2 ,j j x n n Z    iqneba bazisi JW  sivrceSi da maSasadame 

(10)-is ZaliT   / 22 2 , ,j j x n n j Z    sistema, romelic miiReba  2L R  

klasis erTi funqciis Zvrisa da kumSvis Sedegea warmoadgens  2L R  

sivrcis orTonormirebul bazis (vevelets). 
 

 
 
 
 

12. maStabis funqcia 
 
 
 

ganmarteba.  2L R  funqcias ewodeba maStabis funqcia, Tu adgili 

aqvs Semdeg warmodgenas 

   2 2n

n Z

x h x n 


  , 

sadac 
2

n

n Z

h


  . 

 
qvemoT moviyvanoT maStabis funqciis ramodenime magaliTi. 
 
magaliTi 1. pirveli xarisxis B -splaini: 
 

 
 1 | |, 1,1

0,

x x
x

sxvagan


   
 


 

 
> phi:=x->piecewise(x<-1,0,x<=1,1-abs(x),0);; 

 :=  x ( )piecewise , , , ,x -1 0 x 1 1 x 0  

> plot(phi(x),x=-2..2,y=-2..2); 
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advili Sesamowmebelia, rom 

       
1 1

2 1 2 2 1
2 2

x x x x         

rac imas niSnavs, rom   funqcia maStabis funqciaa. 

 

 

magaliTi 2. meore xarisxis B -splaini: 
 

 

   

 

   

 

2

2

2

2

1
1 , 1,0

2

3 1
, 0,1

4 2

1
2 , 1,2

2

0, 1,2

x x

x x
x

x x

x




  


  

    
  

  

  

 

 
> phi:=x->piecewise(x<-1,0,x<0,(1/2)*(x+1)^2,x<1,(3/4)-(x-
(1/2))^2,x<2,(1/2)*(x-2)^2,0); 

 :=  x












piecewise , , , , , , , ,x -1 0 x 0

1

2
( )x 1 2 x 1 

3

4








x

1

2

2

x 2
1

2
( )x 2 2 0  

> plot([phi(x),phi(2*x)],x=-2..2,y=-2..2); 
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advili dasanaxia, rom 
 

         2 2 2 2 2

1 3 3 1
2 1 2 2 1 2 2

4 4 4 4
x x x x x            . 

SevamowmoT mocemuli tolobis samarTlianoba programa MAPLE –is 
meSveobiT grafikulad, marTlac 
> A:=(1/4)*phi(2*x+1)+(3/4)*phi(2*x)+(3/4)*phi(2*x-

1)+(1/4)*phi(2*x-2): 

> plot([A,phi(x)],x=-2..2,y=-2..2); 
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magaliTi 3. vTqvaT  
 sin x

x
x





  warmoadgens maStabis funqcias. 

marTlac, 

   2 2n

n

x h x n    

sadac 

 
 

0 2 1 2

1 2 2
, 1 , 0

2 2 1

n

n nh h h
n

   


.   

 

 
13. furies gardaqmna 

 
ganmarteba. vTqvaT  f L R . maSin f  funqciis furies gardaqmna 

ganimarteba Semdegnairad 
 

     : : ,iwxF f f w f x e dx w R







   .                     (13) 

SevniSnoT, rom   iwxf x e dx







  integrali gaigeba rogorc 

 
,
lim

b

iwx

a b
a

f x e dx




 . 

ganmarteba. vTqvaT  f L R . maSin f  funqciis furies gardaqmnis 

Sebrunebuli gardaqmna ganimarteba rogorc 
 

   1 1
: ,

2

iwxF f f w e dw








  .                        (14) 

es ukanaskneli integrali gaigeba, rogorc mTavari mniSvneloba, e. 
i.  

   lim .

a

iwx iwx

a
a

f w e dw f w e dw




 

   

 

Teorema. vTqvaT  f L R  da f  funqcia x  wertilSi akmayofilebs 

dinis pirobas. maSin adgili aqvs Semdeg tolobas 

   
1

2

iwxf x f w e dw






  . 

damtkiceba. SemoviRoT aRniSvna 
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   
1

: ,
2

A

iwt iwx

A

J A f t e dt e dw






 

 
  

 
   

fubinis Teoremis gamoyenebiT miviRebT 

 

     1
:

2

A
iw x t

A

J A f t e dw dt





 

 
  

 
   

 
 sin1 A x t

f t dt
x t








  

 
1 sin Au

f x u du
u





   

radganac 

1 sin
1, 0,

Au
du A

u





   

miviRebT 
 

   
   1

sin
f x z f x

J A f x Azdz
z





 
    

   1
sin

N

N

f x z f x
Azdz

z





 
   

   

| | | |

1 1
sin sin

z N z N

f x z f x
Azdz Azdz

z z 
 


   . 

advili dasanaxia, rom meore da mesame wevri miiswrafis nulisaken, 
rac Seexeba pirvel wevrs, is miiswrafis nulisaken Teoremis 
pirobis ZaliT. Teorema damtkicebulia. 

SevniSnoT, rom sazogadod im faqtidan, rom  f L R  ar 

gamomdinareobs  f L R , marTlac 

magaliTi. vipovoT Semdegi funqciis  

 
1,| | '

0,| |

x a
f x

x a


 


 

 furies gardaqmna. 
 

   
2sin

a iwa iwa
iwx iwx

a

e e wa
f w f x e dx e dx

iw w

 
 

 


     , 

xolo es ukanaskneli integrebadi ar aris. 
 
daamtkiceT: 
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1)        ,
1 ,

iaw ibw

a b

e e
f x x f w

iw

 
  ; 

2)         / 2

0,1

sin( / 2)
1 ,

/ 2

iw w
f x x f w e

w

  ; 

3)    
 2

1, [ ,0)
sin / 2

1, [0, ) , 2
/

0, [ , )

x a
aw

x x a w
iw w

x a a

 

  


  
  

; 

4)        ,

sin
, 1

a a

ax
f x f w w

x 
  ; 

5)  
 

 
     ,

sin
, 1iwn

a a

a x n
f x f w e w

x n






 


; 

6)  
 

 
2

1 | |, 1,1 sin / 2
,

/ 20,

x x w
x f w

wsxvagan


     
   

 
 

7)  

   

 

   

 

 

2

2

3

/ 2

2

2

1
1 , 1,0

2

3 1
, 0,1 sin / 2

,4 2
/ 2

1
2 , 1,2

2

0, 1,2

iw

x x

x x w
x f w e

w

x x

x

 


  


  

     
    

 
  

  

. 

 
moviyvanoT furies gardaqmnis ramodenime Tviseba: 
 

1) vTqvaT mimdevroba  :nf n N  krebadia L  normiT. maSin 

mimdevroba  :
n

f n N  Tanabrad krebadia mTel RerZze. 

marTlac, radganac 

       | | | |n mn m
f w f w f x f x dx





    

amitom davaskvniT Tvisebis samarTlianobas. 
 

2) vTqvaT  f L R . maSin  f w  funqcia aris SemosazRruli da 

uwyveti mTel RerZze, romelic miiswrafis nulisaken, roca 
| |  . 

 
damtkiceba. funqciis SemosazRruloba gamomdinareobs Semdegi 
faqtidan, rom 

 
1

| |f w f . 
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vTqvaT      ,
1

a b
f x x . maSin 

 
b iwb iwa

iwx

a

e e
f w e dx

iw

 
 

  , 

saidanac miviRebT, rom  

  0, | |f w w  .                         (15) 

vinaidan furies gardaqmnas gaaCnia wrfivobis Tviseba, amitom (15) 
samarTliania uban-uban mudmivi funqciebisaTvis. Tu gamoviyenebT 

im faqts, rom aseTi funqciaTa simravle yvelgan mkvrivia  L R , 

Tviseba 1)-is gamoyenebiT davaskvniT mocemuli Tvisebis 
samarTlianobas. 
 

3) vTqvaT    'f C R L R  maSin 

   'f w iw f w . 

damtkiceba. Teoremis pirobis ZaliT 

     
0

0 '

x

f x f f t dt   , 

meores mxriv Tu gaviTvaliswinebT im faqts, rom  f L R  

davaskvniT, rom 

  0, ,f x x   

maSasadame, 

 
 

         ' ' |iwx iwx iwxf w f x e dx f x e iw f x e dx iw f w

 

   



 

     . 

5) vTqvaT      k
f C R L R  maSin 

       
kk

f w iw f w . 

6) vTqvaT        , ,..., pf x xf x x f x L R . maSin  f w  warmoebadia da 

adgili aqvs tolobas 

        , 0,1,2,...,
k k

f w F ix f x k p   . 

vTqvaT  1 2,f f L R . maSin 1f  da 2f  funqciaTa naxvevi ganimarteba 

Semdegnairad 

   1 2 1 2: * :f f f f f x d  




   . 

7) 1 2 1 2*f f f f .  

damtkiceba. pirvel rigSi SevniSnoT, rom 
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       1 2 1 2f f x dx d f f x dx d     
   

   

   
     

   
     

   1 2f d f x dx  
 

 

    , 

maSin tonelis Teoremis ZaliT arsebobs integrali 
 

     1 2f x dx f f x d dx  
  

  

    . 

maSasadame 

 

     1 2

iwx iwxf x e dx f f x d e dx  
  

 

  

 
  

 
    

   1 2

iwxf f x e dx d  
 



 

 
  

 
   

   1 2

iw iwf f e e d d    
 

 

 

 
  

 
   

   1 2

iw iwf e d f e d    
 

 

 

   . 

8)  samarTliania Semdegi 

         
1 ˆ ˆ ˆ, ,

| |

ibw ixw
f ax f f x b e f w e f x f w

a a

  
     

 
. 

 

Cven ganvixileT  f L R  funqciis furies gardaqmna. vTqvaT 

 2f L R , maSin SeiZleba moxdes, rom  f L R . aseT SemTxvevaSi 

furie gardaqmna ganimarteba gansxvavebiT. amasTan dakavSirebiT 
samarTliania planSerelis Semdegi Teorema. 
 

Teorema. vTqvaT  2f L R . maSin  

   :

M

iwx

M

M

g w f x e dx



   

funqcia miekuTneba  2L R  klass.  Mg f  funqciaTa mimdevroba  2L R -

is normiT krebadia romeliRac  2g L R  funqciisaken, amasTan 

   2 2| | 2 | |g w dw f x dx
 

 

  .                (16) 

am g  funqcias uwodeben  2f L R  funqciis furies gardaqmnas. Tu 

 f L R  maSin g  funqcia emTxveva f  funqciis furies gardaqmnas. 
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vTqvaT  1 2f f f  , maSin (16) formula miiRebs Semdeg saxes 

                   1 2 1 2 1 2 1 22g w g w g w g w dw f x f x f x f x dx
 

 

      , 

                  1 1 1 2 2 22Reg w g w g w g w g w g w dw





   

                  1 1 1 2 2 22 2Ref x f x f x f x f x f x dx




   , 

saidanac miviRebT, rom 
 

   1 2 1 2Re , 2 Re ,g g f f , 

meores mxriv, radganac 

   Im , Re ,u v u iv  

miviRebT 

   1 2 1 2Im , 2 Im ,g g f f  

da maSasadame 

   1 2 1 2, 2 ,g g f f , 

           1 2 1 22g w g w dw f x f x dx
 

 

  . 

 
 
 
 
 

 
14. multianalizi 

 
ganmarteba. vityviT, rom mocemulia orTogonaluri multianalizi, 

Tu arsebobs  2L R  sivrcis ჩაკეტილ qvesimravleTa mimdevroba 

,jV j Z  iseTi, rom Sesrulebulia Semdegi pirobebi: 

 

1) 1 0 1 2V V V V      

2)  2

j Z j

V L R


 ; 

3) {0}j
j Z

V


 ; 
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4)     12j jf x V f x V    ; 

5) arsebobs 
0V  funqcia, romelsac is Tviseba aqvs, rom 

   0, ,n x x n n Z     sistema warmoadgens orTonormirebul bazis 

0V -Si. 

 
Semdegi Teorema warmoadgens aucilebel da sakmaris pirobas 

imisaTvis, rom    0, ,n x x n n Z     iyos orTonormaluri bazisi 
0V -

Si. samarTliania Semdegi 

Teorema. imisaTvis, rom    0, ,n x x n n Z     sistema iyos 

orTonormaluri bazisi 
0V -Si aucilebeli da sakmarisia, rom 

 
2

2 1
n Z

w n 


   T. y. 

damtkiceba. planSerelis Teoremis gamoyenebiT miviRebT 

         
1

,
2

n

R R

x x n dx w w n dw     


      

 

       
1 1

2 2

inw inw

R R

w e w dw e w w dw   
 

    

 

 
0 2 4

2

2 0 2

1 1

2 2

inw

R

e w dw

 

 


 



 
      

 
     

 
2

2

0

1
2

2

inw

k Z

e w k dw



 
 

  . 

vTqvaT  
2

2 1
n Z

w n 


   T. y. maSin miviRebT, rom  

 
2

0

1, 01
,

0, 02

inw

n

n
e dw

n



 



  


 . 

davamtkicoT piriqiT, vTqvaT  
 

 
1, 0

,
0, 0

n

n

n
 


 


. 

SemoviRoT aRniSvna 

   
2

: 2
k Z

g w w k 


  , 

maSin advili dasanaxia, rom 

 
1, 0

0, 0

n
g n

n


 


, 

da maSasadame g  funqciis furies mwkrivi ariს 
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   0 1inw

n Z

g n e g


   

rac niSnavs, rom   1g w   T. y. Teorema damtkicebulia. 

vTqvaT  x  maStabis funqciaa. maSin rogorc viciT adgili aqvs 

warmodgenas 

   2 2n

n

x h x n   , 

sadac 
2

n

n Z

h


  . 

Tu movaxdenT furies gardaqmnas miviRebT 

  0
2 2

w w
w H 

   
    

   
 

sadac 

 0

1

2

inw

n

n Z

H w h e



  . 

 
 

samarTliania Semdegi 
 

Teorema vTqvaT  x  maStabis funqciaa da    0, ,n x x n n Z     

orTonormirebuli bazisia 0V -Si. maSin adgili aqvs tolobas 

   2 2

0 0| | | | 1H w H w      T. y. 

damtkiceba. radganac 
 

 
2

2 1
n Z

w n 


   

da 

  0
2 2

w w
w H 

   
    

   
 

miviRebT 

 
2

2

02
2 2n Z n Z

w w
w n H n n    

 

   
      

   
  . 

SemoviRoT aRniSvna / 2w  . maSin 

 

     
2 2

02
n Z n Z

w n H n n      
 

      
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       
2 2

0 02 2 2 2
l Z l Z

H l l H l l           
 

          

 

       
2 2

0 02 2
l Z l Z

H l H l         
 

        

   2 2

0 0| | | | 1H H      . 

Teorema damtkicebulia.  

vTqvaT  2L R . ganvixiloT  2L R  sivrcis qvesimravleebi 

  2

/ 2: 2 2 ,j j

j L
V clos x k k Z   . vipovoT aucilebeli da sakmarisi 

piroba imisaTvis, rom ,jV j Z  mimdevroba qmnides orTogonalur 

multianalizs. samarTliania Semdegi 

Teorema vTqvaT  2L R  maStabis funqciaa. imisaTvis, rom ,jV j Z  

mimdevroba qmnides orTogonalur multianalizs aucilebeli da 

sakmarisia, rom 

1)  
2

2 1
n Z

w n 


   T. y. 

2) arsebobdes 2  perioduli     2

0 0,2H w L   funqcia, iseTi rom 

  0
2 2

w w
w H 

   
    

   
 T. y. 1w R ; 

3) lim 1
2kk

w




 
 

 
   T. y. 1w R . 

 
 

 

15. orTogonaluri veveleti 

 

vTqvaT ,jV j Z  mimdevroba qmnides orTogonalur multianalizs. 

maSin rogorc viciT 

0 0 1 0 0, ,V W V W V    

1, ,j j j j jV W V W V    
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saidanac gamomdinareobs, rom 

 2

j
j Z

L R W


   

da 

    12j jg x W g x W    . 

samarTlianis Semdegi Teorema. 

Teorema. vTqvaT  2L R  . maSin imisaTvis, rom 

   / 2

, 2 2 , ,j j

j n x x n j n Z     sistema iyos orTonormirebuli bazisi 

jW -Si aucilebeli da sakmarisia, rom    0, ,n x x n n Z     sistema 

iyos orTonormirebuli bazisi 0W -Si. 

damtkiceba. advili dasanaxia, rom 

     / 2 / 2

, ,, 2 2 2 2j j j j

j n j m

R

x n x m dx       

       , , 0, 0,, ,j n j m n m

R

x n x m dx         , 

rac niSnavs imas, rom    /2

, 2 2 ,j j

j n x x n n Z     sistema iyos 

orTonormirebuli jW -Si aucilebeli da sakmarisia, rom 

   0, ,n x x n n Z     sistema iyos orTonormirebuli 0W -Si. 

exla davamtkicoT, rom imisaTvis, rom    / 2

, 2 2 ,j j

j n x x n n Z     

sistema iyos bazisi jW -Si aucilebeli da sakmarisia, rom 

   0, ,n x x n n Z     sistema iyos bazisi 0W -Si, marTlac vTqvaT 

  jg x W , maSin rogorc viciT   02 jg x W   da adgili aqvs daSlas 

   2 j

k

k Z

g x g x k



  , 

     / 2 / 2 / 2

,2 2 2 2j j j j

k k j k

k Z k Z

g x g x k g x  

 

     

da maSasadame im faqtidan, rom    0, ,n x x n n Z     sistema aris 

bazisi 0W -Si gamomdinareobs, rom    / 2

, 2 2 ,j j

j n x x n n Z     sistema 
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ariss bazisi jW -Si. analogiurad damtkicdeba piriqiT. Teorema 

damtkicebulia. 

   Cven davamtkiceT, rom Tu iqneba agebuli    0, ,n x x n n Z     

orTonormirebuli bazisi 0W -Si, maSin    / 2

, 2 2 ,j j

j n x x n n Z     

sistema iyos orTonormirebuli bazisi jW -Si . amasTan, radganac  

 2

j
j Z

L R W


   

amitom    / 2

, 2 2 , ,j j

j n x x n n j Z     sistema iqneba orTonormirebuli 

bazisi  2L R -Si (orTogonaluri veveleti). maSasadame, veveletis 

agebis amocana dadis 0W  sivrceSi    0, ,n x x n n Z     saxis 

orTonormirebuli bazisis agebaSi. samarTliania Semdegi Teorema. 

Teorema.  vTqvaT ,jV j Z  mimdevroba qmnis orTogonalur 

multianalizs. maSin arsebobs  2L R   funqcia iseTi, rom 

  ,x n n Z    sistema qmnis orTonormirebul bazis 0W -Si. aseTi 

 x  funqcia moicema tolobiT 

  / 2

0
2 2

iw w w
w e H  

   
    

   
 ,                   (17) 

rac eqvivalenturia Semdegis 

     
1

12 1 2
n

n

n Z

x h x n 


 



    .               (18) 

damtkiceba. pirvel rigSi davamtkicoT, rom (17) da (18) tolobebi 

eqvivalenturia. rogorc viciT 

 0

1

2

inw

n

n Z

H w h e



  , 

maSin 

  / 2

0
2 2

iw w w
w e H  

   
    

   
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 / 2/ 2 1

22

in wiw
n

n Z

w
e h e




 



 
  

 
  

 / 2/ 21

22

in wiw
n

n Z

w
e h e








 
  

 
  

/ 2 / 21

22

iw inw in
n

n Z

w
e h e e 



 
  

 
  

 / 2 / 21
1

22

niw inw
n

n Z

w
e h e 



 
   

 
  

   1 / 21
1

22

n i n w
n

n Z

w
h e 





 
   

 
  

 
1 / 2

1

1
1

22

n inw
n

n Z

w
h e 

 
 



 
   

 
 , 

meores mxriv,  

     
1

12 1 2
n

n

n Z

w h x n 


 



    

 
1 / 2

1

2
1

2 2

n inw
n

n Z

w
h e 

 
 



 
   

 
  

 
1 / 2

1

1
1

22

n inw
n

n Z

w
h e 

 
 



 
   

 
 . 

rac amtkicebs (17) da (18) tolobebis eqvivalenturobas. 

davamtkicoT, rom    0, ,n x x n n Z     sistema orTogonaluria. 
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Cven davamtkiceT, rom     0, ,n x x n n Z     sistema 

orTonormirebuli sistemaa da ekuTvnis 0W  sivrces. meores mxriv, 

    0, ,n x x n n Z     sistema orTonormirebuli bazisia 
0V -Si, 

amasTan 

1 0 0V V W  . 

davamtkicoT, rom  0, 0,, , ,n k n k Z    sistema bazisia 1V -Si (saidanac 

davaskvniT, rom     0, ,n x x n n Z     bazisia 0W  sivrceSi). 

amisaTvis sakmarisia davamtkicoT, rom  1,n x  funqcia SeiZleba 

warmodgenili iqnas, rogorc  0, 0,, , ,n k n k Z    sistemis wrfivi 

kombinacia. 
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       0: 2 , : ,iwH w H w G w e H w     

       : , : .iwH w H w G w e H w     

radganac 

  2 ikw

k

k Z

H w h 



  

miviRebT 
 

G    
1

11 ,
k ikw ikw

k k

k Z k Z

G w h e g e
  

 

 

     

  ,ikw ikw ikw
k k k

k Z k Z k Z

H w h e h e h e 


  

      

       1
1 1

k k i k wiw ikw

k k

k Z k Z

G w e h e h e
  

 

      

 
1

1
k ikw ikw

k k

k Z k Z

h e g e
  

 

    . 

advili dasanaxia, rom 

2 2 2 2

w w w w
H H G G 
       

         
       

 

 / 2/ 2 2
2 2 2 2

i wiww w w w
H H e H e H


  

        
           

       
 

2 2 2 2

iw w w w
H H e H H 
       

          
       

 



 90 

0
2 2 2 2

w w w w
H H H H 
       

           
       

. 

meores mxriv, 

 
 

2 2 2 2

w w w w
H H G G
       

       
       

 

/ 2 / 2

2 2 2 2

iw iww w w w
H H e H e H        

          
       

 

 

2 2 2 2

w w w w
H H H H 
       

          
       

 

2 2

2
2 2

w w
H H 
   

      
   

  T. y. 

maSasadame 

2
2 2 2 2

0
2 2 2 2

w w w w
H H G G

w w w w
H H G G 

        
        

        


                          

, 

 

2
2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2

w w w w w w
H H H G G G

w w w w w w
H H H G G G

 

 

               
                    

               


                                                 

, 

 
radganac 
 

 / 2/ 2

2 2

ik wikw
k k

k Z k Z

w w
H H h e h e




 

 

   
      

   
   

 / 2 / 2
21 2

kikw ikw ikw
k k k

k Z k Z k Z

h e h e h e  

  

      . 

analogiurad 

 2 1 / 2
2 12

2 2

i k w
k

k Z

w w
H H h e

 




   
     

   
 , 

 

22
2 2

ikw

k

k Z

w w
G G g e 



   
     

   
 , 

 



 91 

 2 1 / 2

2 12
2 2

i k w

k

k Z

w w
G G g e

 





   
     

   
 . 

maSin miviRebT 
 
 

   

2 2

2 1 / 2 2 1 / 2
2 1 2 1

2 2 2
2 2

2 2 2
2 2

ikw ikw
k k

k Z k Z

i k w i k w
k k

k Z k Z

w w
H h e G g e

w w
H h e G g e

 

 

   
 

 

    
    

    


            

 

 

, 

 
 

2 2

/ 2
2 1 2 1

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

ikw ikw
k k

k Z k Z

ikw ikw iw
k k

k Z k Z

w w w w w
H h e G g e

w w w w w
H h e G g e e

  

  

 

 

  
 

 

          
          

          


                              

 

 
, 

 
 

   

   

2 2

/ 2
2 1 2 1

2 2
2

2 2
2

ikw ikw
k k

k Z k Z

ikw ikw iw
k k

k Z k Z

w
w h e w g e

w
w h e w g e e

  

  

 

 

  
 

 

  
   

  


       

 

 

. 

 
furies Sebrunebuli gardaqmnis gamoyenebiT miviRebT 
 

     

     

2 2

2 1 2 1

2 2 2 2

2 2 2 2 1

k k

k Z k Z

k k

k Z k Z

h x k g x k x

h x k g x k x

  

  

 

 

 

    



    


 

 
. 

 
es ukanaskneli ki eqvivalenturia Semdegis 
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rac imas niSnavs, rom  0, 0,, , ,n k n k Z    sistema bazisia 1V -Si. Teorema 

damtkicebulia. 

 


