
1. äëéŽá ïæéîŽãèâåŽ σ-ŽèàâĲîŽ

1.1. X ïæéîŽãèæï óãâïæéîŽãèâåŽ îŽæéâ S ïæïðâéŽï ßóãæŽ σ-ŽèàâĲîŽ åñçæ æàæ ŽçéŽõëòæ-
èâĲï öâéáâà ïŽé ìæîëĲŽï

Ž) ∅, X ∈ S
Ĳ) A, B ∈ S =⇒ A \B ∈ S
à) An ∈ S, n = 1, 2, . . . , =⇒ ∪∞n=1An ∈ S
âï àŽêéŽîðâĲŽ ïŽçéŽîæïæŽ æéæï ïŽøãâêâĲèŽá, îëé êâĲæïéæâîæ σ-ŽèàâĲîŽ øŽçâðæèæŽ àŽâî-

åæŽêâĲæï, åŽêŽçãâåæï áŽ ïæéîŽãèñîæ ïýãŽëĲæï êâĲæïéæâîæ åãèŽáæ îŽëáâêëĲŽ ëìâîŽùæâĲæï
éæéŽîå.

1.2. ùýŽáæŽ ïæàéŽ ŽèàâĲîŽåŽ êâĲæïéæâîæ åŽêŽçãâåŽ æïâã ïæàéŽ ŽèàâĲîŽŽ. Žéæðëé ŽîïâĲëĲï
ñéùæîâïæ σ-ŽèàâĲîŽ îëéâèæù éëæùŽãï ïæéîŽãèâåŽ îŽæéâ çèŽïï. éŽï Žé çèŽïäâ éëüæéñèæ
ïæàéŽ ŽèàâĲîŽ âûëáâĲŽ.

1.3. σ-ŽèàâĲîŽäâ àŽêïŽäôãîñèæ äëéŽ âûëáâĲŽ σ-Žáæùæñî òñêóùæŽï: åñ An ∈ S, n =
1, 2, . . . , ïæéîŽãèâåŽ åŽêŽñçãâåæ ïæïðâéŽŽŽ, Ai ∩ Aj = ∅ îëùŽ i 6= j, éŽöæê

µ (∪∞n=1An) =
∑∞

n=1
µ(An) (1.1)

ïæàéŽ ŽèàâĲîæï âèâéâêðâĲï ãñûëáâĲå äëéŽá ïæéîŽãèââĲï.
1.4. åâëîâéŽ. µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B).
áŽéðçæùâĲŽ. ñĲîŽèëá áŽãöŽèëå öâéáâàæ ïæéîŽãèââĲæ åŽêŽñçãâå êŽûæèâĲŽá: A = (A \

B) ∪ (A ∩B), B = (B \A) ∪ (A ∩B) áŽ A ∪B = (A \B) ∪ (A ∩B) ∪ (B \A). éŽöæê 6.6.
åâëîâéæï úŽèæå µ(A) = µ(A \B)+µ(A∩B), µ(B) = µ(B \A)+µ(A∩B) áŽ µ(A∪B) =
µ(A\B)+µ(A∩B)+µ(B\A) áŽ Žé ðëèëĲâĲæï öâçîâĲæå éææôâĲŽ áŽïŽéðçæùâĲâèæ ðëèëĲŽ.

8.2. öâáâàæ. µ(A ∪B) ≤ µ(A) + µ(B) áŽ Žàîâåãâ µ(∪N
n=1An) ≤ ∑N

n=1 µ(An).

8.3. åâëîâéŽ. åñ A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . ïæéîŽãèâåŽ øŽèŽàâĲñèæ éæéáâãîëĲŽŽ, éŽöæê

µ(∪∞i=1Ai) = lim
n→∞

µ(An)

áŽéðçæùâĲŽ. Žãæôëå åŽêŽñçãâåæ ïæéîŽãèââĲæ: B1 = A1 áŽ Bn = An \ An−1. éŽöæê An =
∪n

i=1Bi áŽ ∪∞i=1Ai = ∪∞i=1Bi. Žéæðëé, 7.3 åâëîâéæï úŽèæå,

µ(∪∞i=1Ai) = µ(∪∞i=1Bi) =
∞∑
i=1

µ(Bi) = lim
n→∞

n∑
i=1

µ(Bi) = lim
n→∞

µ(∪n
i=1Bi) = lim

n→∞
µ(An).

8.4. öâáâàæ. ( äëéæï êŽýâãîŽá σ-ŽáæùæñîëĲŽ).

µ (∪∞n=1An) ≤
∑∞

n=1
µ(An) (1.2)

áŽéðçæùâĲŽ. 8.3-æïŽ áŽ 8.2-æï àŽåãŽèæïûæêâĲæå

µ (∪∞n=1An) = lim
N→∞

µ
(∪N

n=1An

) ≤
∑N

n=1
µ(An) ≤

∑∞
n=1

µ(An).

2. äëéŽáæ òñêóùæâĲæ

9.1. f ; X → R òñêóùæŽï âûëáâĲŽ äëéŽáæ åñçæ êâĲæïéæâîæ t îæùýãæïåãæï, t ∈ R, äëéŽáæŽ
ïæéîŽãèâ

{f > t} := {x ∈ X : f(x) > t} = f−1(t, +∞) .
1
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9.3. åâëîâéŽ. åñ f áŽ g äëéŽáæ òñêóùæâĲæŽ, éŽöæê Žïâãâ äëéŽáæ æóêâĲŽ f + g, fg, f/g,
áŽ Ž. ö.

áŽéðçæùâĲŽ. ïŽêæéñöëá áŽãŽéðçæùëå ìæîãâèæ áâĲñèâĲŽ áŽ áŽêŽîøâêâĲæ àŽéëãŽ ŽêŽèë-
àæñîŽá.

ãŽøãâêëå ïæéîŽãèñîæ ðëèëĲŽ

{x : f(x) + g(x) > t} = ∪τ∈Q
({x : f(x) > τ} ∩ {x : g(x) > t− τ}) (2.1)

éŽîåèŽù åñ x âçñåãêæï (1)-æï éŽîþãâêŽ éýŽîâï, éŽöæê ŽîïâĲëĲï æïâåæ τ , îëé f(x)+g(x) >
τ + t− τ = t áŽ x âçñåãêæï éŽîùýâêŽ éýŽîâïŽù.

âýèŽ ãŽøãâêëå, îëé ïŽéŽîåèæŽêæŽ ìæîæóæå øŽîåãŽù. ãåóãŽå f(x) + g(x) > t. éŽöæê
ŽîïâĲëĲï ε > 0 æïâåæ îëé f(x) + g(x) > t + ε. Žãæôëå îŽùæëêŽèñîæ τ æïâåæ, îëé
f(x) > τ > f(x) − ε. éŽöæê g(x) > t − τ áŽ x ∈ {f > τ} ∩ {g > t − τ}. éŽöŽïŽáŽéâ x
âçñåãêæï (1)-æï éŽîþãâêŽ éýŽîâïŽù. â.æ. (1) ðëèëĲŽ ïîñèáâĲŽ.

(1) ðëèëĲŽ àãâñĲêâĲŽ îëé {f + g > t} ûŽîéëáàâĲŽ äëéŽá ïæéîŽãèâåŽ åãèŽáæ àŽâîåæ-
ŽêâĲæï ïŽýæå. éŽöŽïŽáŽéâ âï ïæéîŽãèâ äëéŽáæŽ. î.á.à.

9.4. åâëîâéŽ. åñ àãŽóãï fn, n = 1, 2, . . ., äëéŽá òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ, éŽöæê Žïâãâ
äëéŽáæŽ limn→∞fn

áŽéðçæùâĲŽ ñöñŽèëá àŽéëéáæêŽîâëĲï ïæéîŽãèñîæ ðëèëĲæáŽê

{x : limn→∞fn(x) ≥ t} = ∩∞m=1 ∩∞k=1 ∪∞n=k{x : fn(x) > t− 1

m
}

3. ŽĲïðîŽóðñèæ æêðâàîŽèæ

10.1. f òñêóùæŽï âûëáâĲŽ éŽîðæãæ åñçæ éæïæ éêæöãêâèëĲŽåŽ ïæéîŽãèâ ïŽïîñèæŽ.

10.2. X ⊃ A ïæéîŽãèæï æêáæçŽðëîæ âûëáâĲŽ òñêóùæŽï

1A(x) =

{
1 åñ x ∈ A

0 åñ x 6∈ A.

ùýŽáæŽ 1A éŽîðæãæ òñêóùæŽŽ. éæïæ éêæöãêâèëĲŽåŽ ïæéîŽãèâŽ {0, 1}.
10.3. åñ f éŽîðæãæ òñêóùæŽ æôâĲï éêæöãêâèëĲâĲï a1, a2, . . . , an, éŽöæê æàæ õëãâèåãæï

øŽæûâîâĲŽ ðëèëĲæå

f =
n∑

k=1

ak1Ak
ïŽáŽù Ak = {x ∈ X : f(x) = ak} = f−1{ak} (3.1)

ùýŽáæŽ Ai ∩ Aj = ∅ îëùŽ i 6= j. ùýŽáæŽ Žàîâåãâ, îëé éŽîðæãæ òñêóùæŽ äëéŽáæŽ éŽöæê áŽ
éýëèëá éŽöæê îëùŽ äëéŽáæŽ åæåëâñèæ Ak.

10.4. (1) éŽîðæãæ äëéŽáæ òñêóùææï æêðâàîŽèæ àŽêæïŽäôãîâĲŽ ðëèëĲæå

∫

X

f dm =
n∑

k=1

ak · µ(Ak) = a1 · µ(A1) + a2 · µ(A2) + . . . + an · µ(An)

æàæ ðëèæŽ f -æï àîŽòæçæï óãâö éëåŽãïâĲñèæ \éŽîåçñåýâáâĲæï"òŽîåëĲâĲæï þŽéæï êæöêâĲæï
àŽåãŽèæïûæêâĲæå(åñçæ öâãæêŽîøñêâĲå éŽîåçñåýâáâĲæï òŽîåëĲæï àŽéëïŽåãèâè òëîéñèŽï:
òñúæï \ïæàîúâ"× ïæéŽôèâ). ùýŽáæŽ áŽáâĲæåæ òñêóùææï æêðâàîŽèæù áŽáâĲæåæŽ.
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10.5. èâéŽ. åñ f éŽîðæãæ äëéŽáæ òñêóùæŽŽ áŽ |f | ≤ ε, éŽöæê
∣∣∣∣
∫

X

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ε .

áŽéðçæùâĲŽ:
∣∣∣∣
∫

X

f dµ

∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|ak| · µ(Ak) ≤
n∑

k=1

ε · µ(Ak) = ε · µ (∪n
k=1Ak) ≤ ε ·mX = ε

10.6. èâéŽ. åñ f áŽ g éŽîðæãæ äëéŽáæ òñêóùæâĲæŽ, éŽöæê ŽïâåæãâŽ f + g-ù áŽ
∫

X

(f + g) dµ =

∫

X

f dµ +

∫

X

g dµ

áŽéðçæùâĲŽ: ãåóãŽå f =
∑n

k=1 ak1Ak
áŽ g =

∑l
k=1 bk1Bk

(Ak-âĲæ åŽêŽñçãâåæŽ áŽ Žïâ-
åæãâŽ Bk-âĲæù. öâàãæúèæŽ Žàîâåãâ äëàŽáëĲæï öâñäôñáŽãŽá ãæàñèæïýéëå, îëé ∪n

k=1Ak =

∪n
k=1Bk = X). éŽöæê f + g =

∑n
i=1

∑l
j=1(ai + bj)1Ai∩Bj

áŽ

∫

X

(f + g) dµ =
n∑

i=1

l∑
j=1

(ai + bj)µ(Ai ∩Bj) =
n∑

i=1

l∑
j=1

(
aiµ(Ai ∩Bj) + bjµ(Ai ∩Bj)

)
=

n∑
i=1

ai

l∑
j=1

µ(Ai ∩Bj) +
l∑

j=1

bj

n∑
i=1

µ(Ai ∩Bj) =
n∑

i=1

aiµ
( ∪l

j=1 (Ai ∩Bj)
)
+

l∑
j=1

bjµ
( ∪n

i=1 (Ai ∩Bj)
)

=
n∑

i=1

aiµ(Ai) +
n∑

j=1

bjµ(Bj) =

∫

X

f dµ +

∫

X

g dµ

10.7. èâéŽ. åñ f éŽîðæãæ äëéŽáæ òñêóùæŽŽ áŽ C îŽæéâ éñáéæãæŽ, éŽöæê
∫

X

C · f dm = C ·
∫

X

f dm

áŽéðçæùâĲŽ. åñ f ûŽîéëáàâĲŽ (1) ïŽýæå, éŽöæê

∫

X

C · f dm =
n∑

k=1

C ak · µ(Ak) = C

n∑

k=1

ak · µ(Ak) = C ·
∫

X

f dm

10.8. öâáâàæ. åñ f áŽ g éŽîðæãæ äëéŽáæ òñêóùæâĲæŽ áŽ f ≥ g, éŽöæê
∫

X
f dµ ≥ ∫

X
g dm

10.9. åñ f : X → [0, a] äëéŽáæ òñêóùæŽŽ áŽ 0 = a0 < a1 < . . . < an−1 < an = a Žîæï
[0, a]-ï æïâåæ áŽõëòŽ, îëé δn := supk≤n |ak − ak−1| ≤ ε éŽöæê

fn =
n∑

k=1

ak−1 · 1{x∈X:ak−1<f(x)≤ak} =
n∑

k=1

ak−1 · 1{f−1(ak−1,ak]}

Žîæï éŽîðæãæ äëéŽáæ òñêóùæŽ áŽ sup
x∈X

|f(x)− fn(x)| ≤ ε. Žéæðëé ĲñêâĲîæãæŽ ãæàñèæïýéëå,

îëé f -æï æêðâàîŽèæ Žîæï fn-æï æêðâàîŽèåŽê ε ïæäñïðæå. ñòîë éçŽùîŽá f -æï æêðâàîŽèæ
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àŽêæéŽîðâĲŽ ðëèëĲæå:

∫

X

f dµ := lim
δn→0

∫

X

fn dm = lim
δn→0

n∑

k=1

ak−1 · µ{f−1(ak−1, ak]} (3.2)

10.10. åâëîâéŽ. õëãâèæ öâéëïŽäôãîñèæ áŽáâĲæåæ äëéŽáæ f -æïåãæï (2) äôãŽîæ ŽîïâĲëĲï
áŽ ïŽïîñèæŽ, Žêñ æêðâàîŽèæ àŽêæéŽîðâĲŽ (îæéŽêæï æêðâàîŽèæïàŽê àŽêïýãŽãâĲæå)

áŽéðçæùâĲŽ. ãŽøãâêëå, îëé
∫

X
fn dm çëöæï éëéáâãîëĲŽŽ. êâĲæïéæâîæ éùæîâ ε-æïåãæï Žãæ-

ôëå δN < ε
2
, æïâ îëé supx∈X |f(x) − fn(x)| ≤ ε

2
, îëùŽ n ≥ N . Žãæôëå n áŽ l ≥ N .

éŽöæê

|fn(x)−fl(x)| = |fn(x)−f(x)+f(x)−fl(x)| ≤ |fn(x)−f(x)|+ |f(x)−fl(x)| ≤ ε

2
+

ε

2
= ε

áŽ 10.5{10.7 èâéâĲæï úŽèæå
∣∣∫

X
fn dm− ∫

X
fl dµ

∣∣ =
∣∣∫

X
(fn − fl) dµ

∣∣ ≤ ε.

10.11. åñ f : X → R äëéŽáæ òñêóùæŽŽ, éŽöæê ôâîúäâ àŽêïŽäôãîñè òñêóùæŽï Df : R→ X
óãâéëå éëùâéñèæ ðëèëĲæå

Df (t) = µ{x ∈ X : f(x) > t}

âûëáâĲŽ f òñêóùææï àŽêŽûæèâĲæï òñêóùæŽ.

10.12. èâéŽ. Df Žîæï çèâĲŽáæ, éŽîþãêæáŽê ñûõãâðæ áŽ lim
t→−∞

Df (t) = 1, lim
t→+∞

Df (t) = 0

áŽéðçæùâĲŽ. ãæêŽæáŽê {f > t1} ⊂ {f > t2} îëùŽ t1 > t2, Žéæðëé µ{f > t1} ≤ µ{f > t2},
Žêñ Df çèâĲŽáæ (ŽîŽäîáŽáæ) òñêóùæŽŽ.

lim
t→t0+

Df (t) = lim
t→t0+

µ{f > t} = µ
( ∪t>t0 {f > t}) = µ{f > t0} = Df (t0)

lim
t→−∞

Df (t) = lim
t→−∞

µ{f > t} = µ
( ∪t∈R {f > t}) = mX = 1

lim
t→+∞

Df (t) = lim
t→+∞

µ{f > t} = µ
( ∩t∈R {f > t}) = µ(∅) = 0

10.13. öâêæöãêŽ. ŽèĲŽåëĲæï åâëîæŽöæ àŽêŽûæèâĲæï òñêóùæŽ ßóãæŽ öâéáâàæ ðëèëĲæå àŽêïŽ-
äôãîñè òñêóùæŽï Ff (t) = µ{x : f(x) ≤ t} = 1−Df (t). æàæ àŽéëáæï äîáŽáæ éŽîþãêæáŽê
ñûõãâðæ òñêóùæŽ îëéèæï äôãŽîæù −∞-öæ Žîæï 0 áŽ +∞-öæ Žîæï 1. Žé òñêóùææï ûŽîéë-
âĲñèï, åñçæ æàæ ŽîïâĲëĲï, ßóãæŽ àŽêŽûæèâĲæï ïæéçãîæãâ Pf (t) = F ′

f (t)
10.14. æêðâàîŽèæ öâæúèâĲŽ øŽæûâîëï àŽêŽûæèâĲæï òñêóùææï îæéŽêæï æêðâàîŽèæå:
åâëîâéŽ. ãåóãŽå f : X → [0, a] äëéŽáæ òñêóùæŽŽ, éŽöæê

∫

X

f dµ =

∫ a

0

Df (t) dt (3.3)

áŽéðçæùâĲŽ. àŽãŽçâåëå [0, a]-ï áŽõëòâĲæ 0 = a0 < a1 < . . . < an−1 < an = a îëéâ-
èåŽåãæïŽù δn → 0 (æý. §10.8) n-æï äîáŽïåŽê âîåŽá. åñ øŽãûâîå f -æï æêðâàîŽèï 10.9
åâëîâéæï àŽåãŽèæïûæêâĲæå, Df -æï îæéŽêæï æêðâàîŽèï éæïæ àŽêéŽîðâĲæáŽê àŽéëéáæêŽîâ áŽ
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àŽãæåãŽèæïûæêâĲå, îëé a0 = 0 áŽ Df (an) = Df (a) = µ{f > a} = µ(∅) = 0 éæãæôâĲå

∫

X

f dµ = lim
δn→0

n∑

k=1

ak−1 · µ{ak−1 < f ≤ ak} = lim
δn→0

n∑

k=1

ak−1

(
Df (ak−1)−Df (ak)

)
=

lim
δn→0

(
n∑

k=1

ak−1Df (ak−1)−
n∑

k=1

ak−1Df (ak)

)
= lim

δn→0

(
n−1∑

k=0

akDf (ak)−
n∑

k=1

ak−1Df (ak)

)
=

lim
δn→0

(
a0Df (a0) +

n−1∑

k=1

(ak − ak−1)Df (ak)− an−1Df (an)

)
=

∫ a

0

Df (t) dt.

10.15. öâêæöãêŽ. ŽèĲŽåëĲæï åâëîæŽöæ æêðâàîŽèæï Žêñ éŽåâéŽðæçñîæ èëáæêæï àŽéëïŽåã-
èâèŽá àŽéëæõâêâĲŽ òëîéñèŽ (æý. 1.13)

E(f) =

∫

X

f dµ =

∫ a

0

t · Pf (t) dt

âï òëîéñèŽ éææôâĲŽ (3)-æïàŽê êŽûæèëĲæåæ æêðâàîâĲæå åñ àŽãæåãŽèæïûæêâĲå, îëé Ff (a) =

µ{f ≤ a} = 1. éŽîåèŽù
∫ a

0
t · Pf (t) dt =

∫ a

0
t · F ′

f (t) dt = t Ff (t)
∣∣a
0
− ∫ a

0
Ff (t) dt =

a− ∫ a

0
Ff (t) dt =

∫ a

0
(1− Ff (t)) dt =

∫ a

0
Df (t) dt =

∫
X

f dµ

10.16. åñ 0 ≤ f òñêóùæŽ öâéëñïŽäôãîâèæŽ, éŽöæê éæï æêðâàîŽèï àŽêãæýæèŽãå îëàëîù
ûŽçãâåæèæ æêðâàîŽèâĲæï äôãŽîï (îëàëîù ŽîŽïŽçñåîæã æêðâàîŽèï)

∫

X

f dµ = lim
a→∞

∫

X

fa dµ (3.4)

ïŽáŽù fa(x) = f(x) îëùŽ f(x) ≤ a áŽ fa(x) = a îëùŽ f(x) > a. a-ï äîáŽïåŽê âîåŽá æê-
ðâàîŽèæ æäîáâĲŽ (æý. öâáâàæ 10.8) Žéæðëé äôãŽîæ (4)-öæ õëãâèåãæï ŽîïâĲëĲï, éŽàîŽé äëà-
þâî æàæ öâæúèâĲŽ àŽéëãæáâï +∞-æï ðëèæ. Žé áîëï ŽéĲëĲâê îëé òñêóùæŽ ŽîŽæêðâàîâĲŽáæŽ.
ŽîŽöâéëïŽäôãîñèæ òñêóùææïåãæï (3) òëîéñèŽ éææôâĲï ïŽýâï

∫

X

f dµ =

∫ ∞

0

Df (t) dt

åñ f êâĲæïéæâîæ êæöêæïŽŽ, îëéèæï éëáñèæù æêðâàîâĲŽáæŽ
∫

X
|f | dµ < ∞, ùŽè-ùŽèçâ

àŽêãæýæèŽãå éæï áŽáâĲæå áŽ ñŽîõëòæå êŽûæèï f+ = max(f, 0) áŽ f− = max(−f, 0). Žé
áîëï f = f+− f− áŽ æêðâàŽèï àŽêãéŽîðŽãå ðëèëĲæå:

∫
X

f dµ =
∫

X
f+ dµ− ∫

X
f− dµ.

4. æêðâàîŽèæï åãæïâĲâĲæ

Ž) (ûîòæãëĲŽ)
∫

X
(f + g) dµ =

∫
X

f dµ +
∫

X
g dµ áŽ

∫
X

c · f dm = c · ∫
X

f dm

Ĳ) (äâéëáŽê öâòŽïâĲŽ)
∣∣∫

X
f dµ

∣∣ ≤ ∫
X
|f | dµ ≤ supx∈X |f(x)|(µ(X)).

ŽéŽïåŽêŽãâ, åñçæ æêðâàîŽèï äëéŽá ïæéîŽãèâäâ àŽêãéŽîðŽãå ðëèëĲæå
∫

A
f dµ =

∫
R 1Af dµ,

àãâóêâĲŽ æêðâàîŽèæï ŽáæùæñîëĲæï áŽ σ-ŽáæùæñîëĲæï åãæïâĲâĲæù

à)

∫

A∪B

f dµ =

∫

A

f dµ +

∫

B

f dµ, áŽ

∫

∪∞n=1An

f dµ =
∞∑

n=1

∫

An

f dµ

îëùŽ A ∩B = ∅ ìæîãâè öâéåýãâãŽöæ áŽ Ai ∩ Aj = ∅ éâëîâ öâéåýãâãŽöæ.
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ùýŽáæŽ Žàîâåãâ, îëé (10.2) òëîéñèŽ òŽóðæñîŽá àãâñĲêâĲŽ, îëé æêðâàîŽèæ öâæúèâĲŽ
àŽêæéŽîðëï ðëèëĲæåac ∫

X

f dµ = sup
SX3g≤f

∫

X

g dµ , (4.1)

ïŽáŽù SX Žîæï X ïâàéâêðäâ àŽêïŽäôãîñè éŽîðæã (äëéŽá) òñêóùæŽåŽ çèŽïæ.

11.2. æêðâàîŽèæï åãæïâĲâĲæáŽê ñöñŽèëá àŽéëéáæêŽîâëĲï â.û. øâĲæöâãæï ñðëèëĲŽ

µ{x ∈ X : |f | > t} ≤ 1

t

∫

X

|f | dµ .

áŽéðçæùâĲŽ. äëàŽáëĲæï öâñäôñáŽãŽá ãæàñèæïýéëå, îëé f ≥ 0. ùýŽáæŽ, õëãâèæ áŽáâĲæåæ
t-ïåãæï, ïîñèáâĲŽ öâéáâàæ ñðëèëĲŽ (òñêóùæâĲï öëîæï)

f ≥ t · 1{f>t}. (4.2)

åñçæ ãŽæêðâàîâĲå Žé ñðëèëĲæï ëîæãâ éýŽîâï àãâóêâĲŽ
∫

X
f dµ ≥ t · µ{f > t}. ïŽæáŽêŽù

éææôâĲŽ áŽïŽéðçæùâĲâèæ ñðëèëĲŽ.
11.3. âýèŽ áŽãŽéðçæùëå öâéáâàæ éŽîðæãæ áâĲñèâĲŽ, îëé åñçæ ŽîŽñŽîõëòæåæ òñêóùææï

æêðâàîŽèæ 0-æŽ, éŽöæê Žïâåæ òñêóùæŽ 0-æïàŽê àŽêïŽýãŽãâĲñèæ öâæúèâĲŽ æõëï éýëèëá êñèæ
äëéæï ïæéîŽãèâäâ, Žêñ åñçæ f ≥ 0, éŽöæê

∫
X

f dµ = 0 ⇐⇒ f = 0 åæåóéæï õãâèŽ x-æïåãæï X-
áŽê. \åæåóéæï õãâèàŽê"Žé öâéåýãâãŽöæ Žîæï éŽåâéŽðæçñîæ ðâîéæêæ (éŽï öâãŽéëçèâĲå ýëèéâ
îëàëîù \å.õ.") áŽ êæöêŽãï, îëé éëùâéñèæ ìæîëĲŽ ïîñèáâĲŽ õãâèàŽê, àŽîáŽ öâïŽúèâĲâèæŽ
0 äëéæï ïæéîŽãèâäâ.

áŽéðçæùâĲŽ: (1) ðëèëĲæï úŽèæå, ùýŽáæŽ îëé åñ f = 0 å.õ. éŽöæê
∫

X
f dµ = 0. ñêáŽ

ãŽøãâêëå ìæîæóæå àŽéëéáæêŽîâëĲŽ, îëé åñçæ æêðâàîŽèæ êñèæŽ, éŽöæê µ{f 6= 0} = 0.
ãæêŽæáŽê f ≥ 0, Žéæðëé {f 6= 0} = {f > 0} = ∪∞n=1{f > 1

n
}. éŽàîŽé õëãâèæ n-æïåãæï

µ{f > 1
n
} ≤ n

∫
X

f dµ = 0, áŽ 0 äëéæï ïæéîŽãèââĲæï åãèŽáæ àŽâîåæŽêâĲŽ æïâã 0 äëéæïŽŽ.
î.á.à.

11.4. æêðâàîŽèæï åâëîæŽöæ, òñêóùæâĲæ îëéèâĲæù å.õ. âéåýãâãæŽê âîåéŽêâåï àŽæàæãâ-
ĲñèæŽ, Žêñ õëãâèæ òñêóùææï éêæöãêâèëĲâĲæ àãŽæêðâîâïâĲï 0 äëéæï ïæäñïðæå, îŽáàŽê 0
äëéæï ïæéîŽãèââĲæ æêðâàîŽèæï éêæöãêâèëĲŽäâ îëàëîù ãêŽýâå àŽãèâêŽï ãâî Žýáâêï. òë-
îéŽèñîŽá âï çâåáâĲŽ âóãæãŽèâêðëĲæï éæéŽîåâĲæå f ∼ g åñçæ µ{f 6= g} = 0.

5. Lp ïæãîùââĲæ áŽ òñêóùæŽåŽ çîâĲŽáæ éæéáâãîëĲâĲæ

12.1. f òñêóùææï p êëîéŽ ‖ · ‖p, ïŽáŽù p ≥ 1, àŽêæéŽîðâĲŽ ðëèëĲæå

‖f‖p :=

(∫

X

|f |p dµ

) 1
p

êëîéŽï àŽŽøêæŽ öâéáâàæ éêæöãêâèëãŽêæ åãæïâĲâĲæ;
Ž) ‖f‖p ≥ 0, ‖f‖p = 0 éŽöæê áŽ éýëèëá éŽöæê îëùŽ f = 0;
Ĳ) ‖αf‖p = |α| · ‖f‖p; à) ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p (æàæãâ éæêçëãïçæï ñðëèëĲŽ)

12.2. LpX ïæãîùâ Žîæï æé f : X → R (äëéŽá) òñêóùæŽåŽ ïæéîŽãèâ, îëéâèåŽ p êëîéŽ
ïŽïîñèæŽ

LpX := {f : ‖f‖p < ∞}.
øãâê úæîæåŽáŽá àŽêãæýæèŽãå æêðâàîâĲŽá òñêóùæŽåŽ ïæãîùâï L := L1. Žé ïæãîùâöæ àŽê-
ãæýæèŽãå òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲâĲæï ïŽéæ ïýãŽáŽïýãŽ ðæìæï çîâĲŽáëĲâĲï. õãâèàŽê öâéáàë-
éöæ ãæàñèæïýéâĲå îëé àŽêýæèñèæ òñêóùæâĲæ ŽîæŽê àŽêïŽäôãîñèæ ïŽïîñè X ïâàéâêðäâ,
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|a − b| < ∞, áŽ ŽîæŽê äëéŽáêæ. §9.4-æï åŽêŽýéŽá, äëéŽáêæ æóêâĲæŽê Žàîâåãâ äôãŽîæåæ
òñêóùæâĲæ

12.3. fn, n = 1, 2, . . . , òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ çîâĲŽáæŽ f -æïçâê åæåóéæï õãâèàŽê (å.õ.),
fn → f , åñçæ fn(x) → f(x) å.õ. x-åãæï X-áŽê.

12.4. fn òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ çîâĲŽáæŽ f -æïçâê äëéæå, fn ⇒ f , åñçæ êâĲæïéæâîæ áŽáâ-
Ĳæåæ ε-åãæï

µ{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ε} → 0.

12.5. fn òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ çîâĲŽáæŽ f -æïçâê êëîéæå, åñçæ

‖fn − f‖1 =

∫

X

|fn − f | dµ → 0.

ñêáŽ çŽîàŽá àãâïéëáâï îŽ áŽéëçæáâĲñèâĲŽŽŽ Žé ðæìæï çîâĲŽáëĲâĲï öëîæï.

12.6. åâëîâéŽ. åñ fn êëîéæå çîâĲŽáæŽ, éŽöæê æï äëéæå çîâĲâáæùŽŽ, Žêñ

‖fn − f‖ → 0 =⇒ fn ⇒ f

áŽéðçæùâĲŽ ñöñŽèëá éææôâĲŽ øâĲæöâãæï ñðëèëĲæáŽê µ{|fn− f | > ε} ≤ 1
ε
‖fn− f‖ → 0.

12.7. ùýŽáæŽ åñ ‖fn−f‖ → 0 éŽöæê
∫

X
fn dµ → ∫

X
f dµ. éŽîåèŽù

∣∣∫
X

fn dµ− ∫
X

f dµ
∣∣ =∣∣∫

X
(fn − f) dµ

∣∣ ≤ ∫
X
|fn − f | dµ → 0.

12.8. àŽêãæýæèëå X-äâ àŽêïŽäôãîñè òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ

fn(x) =

{
n îëùŽ 0 ≤ x < 1

n

0 îëùŽ 1
n

< x ≤ 1
, n = 1, 2, . . . ,

áŽ æàæãñîŽá 0-æï ðëèæ òñêóùæŽ f(x) = 0 îëùŽ x ∈ X. éŽöæê ùýŽáæŽ, îëé âï òñêóùæŽåŽ

éæéáâãîëĲŽ éææýûîŽòæï å.õ. áŽ äëéæå f -æïçâê, éŽàîŽé ‖fn − f‖ =
∫ 1/n

0
n dx = 1 6→ 0. Žêñ

12.7 åâëîâéæï öâĲîñêâĲñèæ åâëîâéŽ Žî Žîæï ïûëîæ.

12.9. ( åâëîâéŽ) åñ fn òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ å.õ. çîâĲŽáæŽ f -æïçâê, fn → f , éŽöæê âï
éæéáâãîëĲŽ çîâĲŽáæŽ äëéæåŽù, fn ⇒ f .

áŽéðçæùâĲŽ. Žãæôëå êâĲæïéæâîæ ε. ãæêŽæáŽê

{x ∈ X : limn→∞|fn(x)− f(x)| > ε} = ∩∞k=1 ∪∞n=k {x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ε} (5.1)

áŽ µ{x ∈ X : limn→∞|fn(x) − f(x)| > ε} ≤ µ{x ∈ X : limn→∞|fn(x) − f(x)| 6= 0} = 0.
Žéæðëé µ (∩∞k=1 ∪∞n=k {x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0. éŽöŽïŽáŽéâ, 8.3 åâëîâéæï àŽåãŽèæ-
ïûæêâĲæå limk→∞ µ (∪∞n=k{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0, Žêñ
limn→∞ µ ({x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0. î.á.à.

12.10. àŽêãæýæèëå X-äâ àŽêïŽäôãîñè òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ: f11, f21, f22, f31, f32, f33, f41, . . .
ïŽáŽù

fnj(x) =

{
1 îëùŽ j−1

n
≤ x < j

n

0 îëùŽ x 6∈ [
j−1
n

, j
n

) , j = 1, 2, . . . , n; n = 1, 2, . . . ,

ùýŽáæŽ âï òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ çîâĲŽáæŽ äëéæå f ≡ 0 òñêóùææïçâê, éŽàîŽé f(x) 6→ 0
õãâèŽ x-æïåãæï X-áŽê. éŽöŽïŽáŽéâ 12.9 åâëîâéæï öâĲîñêâĲñèæ Žî Žîæï ïûëîæ. éæñýâáŽãŽá
ŽéæïŽ ïŽéŽîåèæŽêæŽ öâéáâàæ åâëîâéŽ.

12.11. (îæïæï åâëîâéŽ) åñ fn äëéæå çîâĲŽáæŽ f -æïçâê, fn ⇒ f , éŽöæê fn-áŽê àŽéëæõëòŽ
æïâåæ óãâéæéáâãîëĲŽ fnk

îëéâèæù å.õ. çîâĲŽáæŽ f -æïçâê, fnk
→ f .
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áŽéðçæùâĲŽ. Žãæôëå εk ↘ 0, ãåóãŽå εk = 1
k
. fn-æáŽê àŽéëãõëå óãâéæéáâãîëĲŽ f

(1)
n ,

îëéèæïåãæïŽù ∑∞
n=1

µ{x ∈ X : |f (1)
n (x)− f(x)| > ε1} < ∞.

éŽöæê, Ĳëîâè çŽêðâèæï èâéæï úŽèæå (æý §8.12)

µ
(∩∞N=1 ∪∞n=N {x ∈ X : |f (1)

n (x)− f(x)| > ε1}
)

= 0

f
(1)
n -æáŽê àŽéëãõëå f

(2)
n óãâéæéáâãîëĲŽ , îëéèæïåãæïŽù
∑∞

n=1
µ{x ∈ X : |f (2)

n (x)− f(x)| > ε2} < ∞.

éŽöæê
µ

(∩∞N=1 ∪∞n=N {x ∈ X : |f (2)
n (x)− f(x)| > ε2}

)
= 0

áŽ Žïâ öâéáâà àŽãŽàîúâèëå ñïŽïîñèëá. éæôâĲñèæ òñêóùæâĲæï çãŽáîŽðñèæ ùýîæèæáŽê

f
(j)
n àŽéëãõëå áæŽàëêŽèñîæ óãâéæéáâãîëĲŽ f

(n)
n (àŽŽçâåâå öâïŽĲŽéæïæ êŽýŽðæ), îëéâèæù

æóêâĲŽ åŽãæáŽê ŽîïâĲñèæ éæéáâãîëĲæï îŽôŽù fnk
óãâéæéáâãîëĲŽ.

êâĲæïéâæîæ áŽáâĲæåæ ε-åãæï, åñçæ εk < ε, àãâóêâĲŽ

µ
(∩∞N=1 ∪∞n=N {x : |f (n)

n (x)− f(x)| > ε}) ≤ µ
(∩∞N=1 ∪∞n=N {x : |f (n)

n (x)− f(x)| > εk}
)

= 0

áŽ éŽöŽïŽáŽéâ µ{x ∈ X : limn→∞|f (n)
n (x) − f(x)| > ε} = 0 (æý. (1)). â.æ. µ{x ∈ X :

limn→∞|f (n)
n (x)− f(x)| 6= 0} = µ{x ∈ X : limn→∞|f (n)

n (x)− f(x)| > 0} =

µ
(
∪∞k=1{x ∈ X : limn→∞|f (n)

n (x)− f(x)| > 1
k
}
)

= 0. î.á.à.

12.12. îëàëîù 12.8-öæ ãêŽýâå, åæåóéæï õãâèàŽê çîâĲŽáëĲæáŽê ïŽäëàŽáëá Žî àŽéëéáæ-
êŽîâëĲ êëîéæå çîâĲŽáëĲŽ. éŽàîŽé åñ áŽéŽðâĲæå éëãæåýëãå, îëé òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ
æõëï âîåëĲèæã öâéëïŽäôãîñèæ, éŽöæê Žáàæèæ Žóãï êëîéæå çîâĲŽáëĲŽï:

åâëîâéŽ (öâéëïŽäôãîñèŽá çîâĲŽáëĲæï öâïŽýâĲ). åñ fn → f áŽ |fn| < M , éŽöæê ‖fn −
f‖ → 0.

áŽéðçæùâĲŽ. êâĲæïæâîæ áŽáâĲæåæ ε-æïåãæï àãâóêâĲŽ
∫

X

|fn − f | dµ =

∫

{|fn−f |≤ε}
|fn − f | dµ +

∫

{|fn−f |>ε}
|fn − f | dµ ≤ ε · µ{x ∈ X : |fn − f | ≤ ε}

+2M · µ{x ∈ X : |fn − f | > ε} ≤ ε(µ(X)) + 2M · µ{x ∈ X : |fn − f | > ε}.
12.10 åâëîâéæï åŽêŽýéŽá, fn ⇒ f . éŽöŽïŽáŽéâ ñçŽêŽïçêâèæ àŽéëïŽýñèâĲæï éâëîâ öâïŽçîâĲæ
éææïûîŽòæï 0-æïçâê áŽ ãôâĲñèëĲå

limn→∞

∫

X

|fn − f | dµ ≤ ε(µ(X))

ïŽæáŽêù àŽéëéáæêŽîâëĲï êëîéæå çîâĲŽáëĲŽ ε-æï êâĲæïéæâîëĲæï àŽéë.

12.13. áŽéðçæùâĲñè åâëîâéâĲï àŽéëãæõâêâĲå îæéŽêæï æêðâàîŽèæï ŽîïâĲëĲæï ŽñùæèâĲâèæ
áŽ ïŽçéŽîæïæ ìæîëĲæï áŽïŽáàâêŽá.

åâëîâéŽ. ãåóãŽå, f öâéëïŽäôãîñèæŽ X-äâ. æéæïŽåãæï îëé ŽîïâĲëĲáâï éæïæ îæéŽêæï æê-
ðâàîŽèæ ŽñùæèâĲâèæŽ áŽ ïŽçéŽîæïæ f -æï ûõãâðæï ûâîðæèåŽ ïæéîŽãèâ æõëï 0 äëéæï. Žé
öâéåýãâãŽöæ ∫

X

f(x) dx =

∫

X

f dµ. (5.2)
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áŽéðçæùâĲŽ. ãåóãŽå, A Žîæï f -æï ûõãâðæï ûâîðæèåŽ ïæéîŽãèâ.
åñ x0 ∈ X, àŽêãéŽîðëå \êŽýðëéæ"

N(x0) = inf
ε→0

sup
x,y∈(x0−ε,x0+ε)

|f(x)− f(y)| .

ùýŽáæŽ x0 ∈ A ⇐⇒ N(x0) > 0. áŽãñöãŽå Ak := {x ∈ X : N(x) > 1
k
}. ùýŽáæŽ A1 ⊂ A2 ⊂

A3 ⊂ . . ., áŽ ∪kAk = A.
àŽêãæýæèëå X-æï êâĲæïéæâîæ áŽõëòŽ, a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b áŽ

ãæïŽîàâĲèëå §1.1-æï ŽôêæöãêâĲæå:

f i = sup
x∈[xi,xi+1)

f(x) áŽ f
i
= inf

x∈[xi,xi+1)
f(x).

àŽêãæýæèëå òñêóùæâĲæ gn(x) = f i áŽ hn(x) = f
i
, îëùŽ x ∈ [xi, xi+1), 0 ≤ i < n. éŽöæê gn

áŽ hn ñĲŽê-ñĲŽê éñáéæãæ òñêóùæâĲæŽ, n = 1, 2, . . ., áŽ éŽåæ æêðâàîŽèâĲæ æóêâĲŽ,öâïŽĲŽéæïŽá,
áŽîĲñï äâáŽ áŽ óãâáŽ þŽéâĲæ:

D(f ; x0, x1, . . . , xn) =

∫

X

gn dµ áŽ D(f ; x0, x1, . . . , xn) =

∫

X

hn dµ.

åñ µ(A) 6= 0 éŽöæê, ãæêŽæáŽê åãèŽáæ îŽëáâêëĲŽ 0 äëéæï ïæéîŽãèââĲæï àŽâîåæŽêâĲŽ æïâã
0 äëéæïŽŽ, ŽîïâĲëĲï æïâåæ k, îëé µ(Ak) 6= 0. â.æ. æŽîïâĲâĲï æïâåæ δ > 0, îëé µ(G) > δ
õãâèŽ ôæŽ G-åãæï îëéâèæù éëæùŽãï Ak-ï. ùŽèçâ àŽêãæýæèëå áŽõëòæï æï æêðâîãŽèâĲæ,
îëéèâĲæù çãâåâê Ak-ï. àãâóêâĲŽ

D −D =
n−1∑
i=0

f i(xi+1 − xi)−
n−1∑
i=0

f
i
(xi+1 − xi) =

n−1∑
i=0

(f i − f
i
)(xi+1 − xi) ≥

∑

{i:(xi,xi+1)∩Ak 6=∅}
(f i − f

i
)(xi+1 − xi) ≥ 1

k

∑

{i:(xi,xi+1)∩Ak 6=∅}
(xi+1 − xi) ≥ 1

k
m∗(Ak) ≥ δ

k
.

éæãæôâå, îëé áŽîĲñï äâáŽ áŽ óãâáŽ þŽéâĲï öëîæï ïýãŽëĲŽ õëãâèåãæï éâðæŽ îŽôŽù òæóïæ-
îâĲñè îæùýãäâ, â.æ. îæéŽêæï æêðâàîŽèæ Žî ŽîïâĲëĲï.

åñçæ µ(A) = 0, éŽöæê gn(x) → f(x) áŽ hn(x) → f(x) åæåóéæï õãâèàŽê, çâîúëá õãâèŽ
ñûõãâðëĲæï ûâîðæèöæ (Žøãâêâå!). Žéæðëé 12.12 åâëîâéæïŽ áŽ 12.7 öâêæöãêæï àŽåãŽèæïûæ-
êâĲæå ∫

X

gn dµ →
∫

X

f dµ áŽ

∫

X

hn dµ →
∫

X

f dµ,

Žêñ áŽîĲñï äâáŽ áŽ óãâáŽ þŽéâĲæ âîåæáŽæàæãâ îæùýãæïçâê éææïûîŽòæŽê áŽ ïîñèáâĲŽ (2)
ðëèëĲŽù.

øãâê øŽéëãŽõŽèæĲâĲå áŽ áŽãŽéðçæùâĲå Žàîâåãâ îŽéëáâêæéâ ùêëĲæè åâëîâéŽï òñêóùæŽåŽ
çîâĲŽáæ éæéáâãîëĲâĲæï öâïŽýâĲ.

12.14. òŽðñï åâëîâéŽ. åñ fn áŽáâĲæå òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ, fn ≥ 0, çîâĲŽáæŽ å.õ f
òñêóùææïçâê, fn → f , éŽöæê ∫

X

f dµ ≤ limn→∞

∫

X

fn dµ.

çâîúëá, Žî àŽéëæîæùýâĲŽ öâïŽúèâĲèëĲŽ, îëé Žé ñðëèëĲæï îëéâèæéâ éýŽîâ æõëï +∞.
áŽéðçæùâĲŽ. áŽãñöãŽå g æïâåæ éŽîðæãæ òñêóùæŽŽ îëé 0 ≤ g ≤ f . áŽãñöãŽå gn(x) =

min(g(x), fn(x)), n = 1, 2, . . .. éŽöæê gn → g å.õ. áŽ öâéëïŽäôãîñèŽá çîâĲŽáëĲæï åâëîâéæï
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úŽèæå (æý.12.12)
∫

X
gn dµ → ∫

X
g dµ. ŽàâĲæï úŽèæå gn ≤ fn áŽ öâïŽĲŽéæïŽá

∫
X

gn dµ ≤∫
X

fn dµ. ŽéæðëéŽù äôãŽîäâ àŽáŽïãèæå éæãæôâĲå
∫

X

g dµ ≤ limn→∞

∫

X

fn dµ.

åñ ŽãæôâĲå ïñìîâéñéï õãâèŽ g-ï éæéŽîå (æý. (11.1)) éæãæôâĲå áŽïŽéðçæùâĲâè ñðëèëĲŽï.

12.15. åâëîâéŽ (éëêëðëêñîæ çîâĲŽáëĲæï öâïŽýâĲ). åñ fn áŽáâĲæå òñêóùæŽåŽ äîáŽáæ
éæéáâãîëĲŽŽ áŽ fn → f , éŽöæê

lim
n→∞

∫

X

fn dµ =

∫

X

f dµ.

ŽóŽù Žî àŽéëãîæùýŽãå öâïŽúèâĲèëĲŽï, îëé Žé ðëèëĲæï ëîæãâ éýŽîâ æõëï +∞.
áŽéðçæùâĲŽ. ãæêŽæáŽê fn(x) ≤ f(x) å.õ. x-æïåãæï, àãŽóãï

∫
X

fn dµ ≤ ∫
X

f dµ õëãâèæ n-

æïåãæï. éŽöŽïŽáŽéâ limn→∞
∫

X
fn dµ ≤ ∫

X
f dµ áŽ òŽðñï åâëîâéŽïåŽê âîåŽá âï ñðëèëĲŽ

àãŽúèâãï áŽïŽéðçæùâĲâè ðëèëĲŽï.

12.16. ûæêŽ åâëîâéæáŽê, åñçæ éûçîæãâĲï øŽãûâîå çâîúë þŽéâĲæï ðâîéæêâĲöæ, éæãæôâĲå
èâãæï åâëîâéŽï.

åâëîâéŽ. åñ hn Žîæï áŽáâĲæå òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ, éŽöæê
∫

X

∑∞
n=1

hn dµ =
∑∞

n=1

∫

X

hn dµ

12.17. öâáâàæ. åñ hn Žîæï áŽáâĲæå òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ áŽ
∑∞

n=1

∫
X

hn dµ < ∞, éŽöæê∑∞
n=1 hn(x) < ∞ å.õ. x-æïåãæï. (éæåæåâĲŽ: åñ µ{f = ∞} > 0, éŽöæê

∫
X

f dµ = ∞.)
12.8. öâáâàæ. ãåóãŽå g áŽáâĲæåæ òñêóùæŽŽ áŽ

gN(x) =

{
g(x) îëùŽ g(x) ≤ N

0 îëùŽ g(x) > N
, N = 1, 2, . . . .

éŽöæê

lim
N→∞

∫

X

gN dµ =

∫

X

g dµ.

áŽéðçæùâĲŽ ñöñŽèëá àŽéëéáæêŽîâëĲï 12.15-áŽê îŽáàŽê gN(x) äîáŽáæ (ŽîŽéçŽùîŽá) éæ-
éáâãîëĲŽŽ õëãâèæ x-æïåãæï.

12.19. åâëîâéŽ (æêðâàîâĲŽáæ éŽíëîŽêðæï öâïŽýâĲ). åñ fn, n = 1, 2, . . ., òñêóùæŽåŽ éæ-
éáâãîëĲŽ åæåóéæï õãâèàŽê çîâĲŽáæŽ f òñêóùææïçâê, fn → f å.õ., áŽ åñ ŽîïâĲëĲï æïâåæ
áŽáâĲæåæ æêðâàîâĲŽáæ g òñêóùæŽ, îëé |fn(x)| ≤ g(x), éŽöæê

lim
n→∞

∫

X

|fn − f | dµ = 0

áŽ öâïŽĲŽéæïŽá (æý. §12.7)

lim
n→∞

∫

X

fn dµ =

∫

X

f dµ.

áŽéðçæùâĲŽ. êâĲæïéæâîæ áŽáâĲæåæ ε-æïåãæï Žãæôëå æéáâêŽá áæáæ N îëé öâïîñèáâï
ñðëèëĲŽ

∫
X

g dµ − ∫
X

gN dµ < ε (æý.12.18). ãåóãŽå AN := {x ∈ X : g(x) ≤ N}. éŽöæê
ùýŽáæŽ gN = 1AN

g áŽ ε >
∫

X
g dµ − ∫

X
1AN

g dµ =
∫

X
g dµ − ∫

AN
g dµ =

∫
Ac

N
g dµ ïŽáŽù

Ac
N := X \ AN . åñ àŽêãæýæèŽãå òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽï 1AN

fn, n = 1, 2, . . . , éŽöæê âï
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éæéáâãîëĲŽ æóêâĲŽ öâéëïŽäôãîñèæ, |1AN
fn(x)| ≤ N , áŽ å.õ. çîâĲŽáæ 1AN

f -æïçâê. Žéæðëé
12.12 åâëîâéæï úŽèæå

∫

X

|1AN
fn − 1AN

f | dµ =

∫

AN

|fn − f | dµ → 0.

éŽöŽïŽáŽéâ

lim
n→∞

∫

X

|fn − f | dµ = lim
n→∞

(∫

AN

|fn − f | dµ +

∫

Ac
N

|fn − f | dµ

)
≤ lim

n→∞

∫

AN

|fn − f | dµ+

+ lim
n→∞

∫

Ac
N

|fn − f | dµ ≤
∫

Ac
N

2g dµ < 2ε

ïŽæáŽêŽù éææôâĲŽ åâëîâéŽ ε-æï êâĲæïéæâîëĲæï àŽéë.

øãâê áŽñéðçæùâĲèŽá øŽéëãŽõŽèæĲâĲå çæáâã îŽéëáâêæéâ éêæöãêâèëãŽê åâëîâéŽï æêðâàîŽèæï
åâëîææáŽê.

12.20. åâëîâéŽ (èñäæêæï). f æõëï êâĲæïéæâîæ (äëéŽáæ) òñêóùæŽ. éŽöæê êâĲæïéæâîæ áŽáâ-
Ĳæåæ ε-åãæï ŽîïâĲëĲï æïâåæ ñûõãâðæ òñêóùæŽ g îëéèæïåãæïŽù

µ{x : f(x) 6= g(x)} < ε

12.21. ( åâëîâéŽ àŽêñïŽäôãîâèæ æêðâàîŽèæï ûŽîéëâĲñèæï öâïŽýâĲ) ãåóãŽå f ∈ L1(a, b).
éŽöæê

F (x) =

∫ x

a

f dµ, a < x < b, (5.3)

òñêóùææï ûŽîéëâĲñèæ ŽîïâĲëĲï å.õ. x-æïåãæï áŽ

F ′(x) = f(x) å.õ.

öâàŽýïâêâĲå, îëé åñ f ñûõãâðæŽ áŽ (3)-öæ àŽæàâĲŽ îæéŽêæï æêðâàîŽèæ, éŽöæê äâáŽ ðëèëĲŽ
ïîñèáâĲŽ õãâèŽ x-æïåãæï.

12.22. ñûõãâð F òñêóùæŽï âûëáâĲŽ ŽĲïëèñðñîŽá ñûõãâðæ, åñçæ êâĲæïéæâîæ áŽáâĲæåæ
ε-åãæï ŽîïâĲëĲï δ > 0 æïâåæ, îëé

∑
i=1

|xi+1 − xi| < δ =⇒
∑
i=1

|F (xi+1)− F (xi)| < ε .

öâæúèâĲŽ æéæï øãâêâĲŽ, îëé (3) ðëèëĲæå àŽêïŽäôãîñèæ òñêóùæŽ ŽĲïëèñðñîŽá ñûõãâðæŽ.
ïŽéŽîåèæŽêæŽ öâĲîñêâĲñèæ åâëîâéŽù.

12.23. åâëîâéŽ (ŽĲïëèñðñîŽá ñûõãâðæ òñêóùææï ûŽîéëâĲñèæï öâïŽýâĲ). ãåóãŽå f :
[0, 1] → R æêðâàîâĲŽáæ òñêóùæŽŽ áŽ

F (x) =

∫ x

0

f dm.

éŽöæê

F ′(x) = f(x) (5.4)

å.õ. x-åãæï [0, 1]-áŽê.
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áŽòŽîãæï èâéŽ 3.2. ãåóãŽå {∆α}α∈Γ (0,1)-æï æêðâîãŽèåŽ îŽôŽù ïæïðâéŽŽ, áŽ ε > 0.
éŽöæê ŽîïâĲëĲï ïŽïîñèæ åŽêŽñçãâåæ óãâïæïðâéŽ ∆1, ∆2, . . . , ∆n æïâåæ, îëé

n∑
i=1

m(∆i) = m (∪n
i=1∆i) ≥ (

1

2
− ε) ·m (∪α∈Γ∆α) . (5.5)

áŽéðçæùâĲŽ. Žãæôëå øŽçâðæèæ F ⊂ ∪α∈Γ∆α-æï îëéèæïåãæïŽù ïîñèáâĲŽ ñðëèëĲŽ

m(F ) ≥ (1− ε) ·m (∪α∈Γ∆α) . (5.6)

{∆α}α∈Γ æóêâĲŽ F -æï áŽòŽîãŽ. ŽéëãŽîøæëå éæïàŽê ïŽïñèæ óãâáŽòŽîãŽ ∆1, ∆2, . . . , ∆k. ãåóãŽå
∆i = (ai, bi). äëàŽáëĲæï öâñäôñáŽãŽá ãæàñèæïýéëå, îëé âï áŽòŽîãŽãŽ \éæêæéŽèñîæŽ"(â.æ.
∪k

i=1∆i öâéùæîáâĲŽ éæïàŽê åñêáŽù âîåæ æêðâîãŽèæï ŽéëàáâĲæåŽù çæ) áŽ a1 < a2 < . . . < ak

(Žøãâêâå, îëé ≤ Žî àãâóêâĲŽ áŽòŽîãæï éæêæéŽèñîëĲæï àŽéë!). éŽöæê çâêðêëéîæŽêæ áŽ èñûêë-
éîæŽêæ æêðâîãŽèâĲæï ïæïðâéâĲæ åŽêŽñçãâåæ æêðâîãŽèâĲæïàŽê öâáàâĲŽ (Žøãâêâå!) áŽ îŽáàŽê∑

i=1(bi − ai) ≥ m(F ) Žéæðëé
∑

i=2j(bi − ai) Žê
∑

i=2j+1(bi − ai) éâðæŽ 1
2
m(F )-äâ. â.æ.,

îŽáàŽê ïîñèáâĲŽ (11), Žéæðëé öâïîñèáâĲŽ (12)-æù.

èâéŽ 3.3. ãåóãŽå f : [0, 1] → R æêðâàîâĲŽáæ òñêóùæŽŽ áŽ ε > 0. éŽöæê ŽîïâĲëĲï æïâåæ
ñûõãâðæ òñêóùæŽ g, îëé ∫ 1

0

|f − g| dm < ε.

éæåæåâĲŽ: þâî àŽêæýæèâå öâéåýãâãŽ, îëùŽ

f = 1A =

{
1-ï A-äâ

0-ï A-ï àŽîâå.

öâéáâà, îëùŽ f =
∑

i ξi1Ai
éŽîðæãæ òñêóùææŽ.

àŽêãæýæèëå éŽóïæéŽèñîæ ëìâîŽðëîæ M

Mf(x) = sup
(a,b)3x

1

b− a

∫ b

a

|f | dm

èâéŽ 3.4 (ïñïðæ ðæìæï ñðëèëĲŽ):

m{x : Mf(x) > λ} ≤ 2 + ε

λ

∫ 1

0

|f | dm (5.7)

áŽéðçæùâĲŽ. õëãâèæ x ûâîðæèæ {Mf > λ}-áŽê áŽãòŽîëå ∆x æêðâîãŽèæå, îëéèæïå-
ãæïŽù ïîñèáâĲŽ ñðëèëĲŽ ∫

∆x

|f |dm > λ|∆x|.

ùýŽáæŽ m
(∪x∈{Mf>λ}∆x

) ≥ m{x : Mf(x) > λ}. áŽòŽîãæï èâéæï úŽèæå ŽîïâĲëĲï åŽêŽñç-
ãâåæ óãâïæðâéŽ ∆1, ∆2, . . . , ∆n æïâåæ, îëé

n∑
i=1

m(∆i) ≥ (
1

2
− ε) ·m (∪x∆x) ≥ (

1

2
− ε) ·m{x : Mf(x) > λ}. (5.8)
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â.æ.λm{x : Mf(x) > λ} ≤ 2
1−ε

∑n
i=1 λm(∆i) ≤ 2

1−ε

∑n
i=1

∫
∆i
|f | dm ≤ 2

1−ε

∫ 1

0
|f | dm

ïŽæáŽêŽù éææôâĲŽ (12) (öâêæöãêŽ ε ïýãŽáŽïýãŽŽ (12)-öæ áŽ (13)-öæ. öâæúèâĲŽ?)

åâëîâéŽ 3.1-æï áŽéðçæùâĲŽ. ãåóãŽå

Nf (x) := inf
δ→0

sup
∆3x, |∆|<δ

∣∣∣∣
1

|∆|
∫

∆

f dm− f(x)

∣∣∣∣ .

ùýŽáæŽ:
1) F ′(x) = f(x) ⇐⇒ Nf (x) = 0
2) Nf+g(x) ≤ Nf (x) + Ng(x). Žøãâêâå, îëé Žé ñçŽêŽïçêâèæ ðëèëĲæáŽê éææôâĲŽ

Nf (x) ≤ Nf−g(x) + Ng(x) (5.9)

3) (Žøãâêâå!)
Nf (x) ≤ 2 max{Mf(x), |f(x)|}. (5.10)

øãâê ãæùæå, îëé åñ f ñûõãâðæŽ, éŽöæê (9) ïîñèáâĲŽ (áŽŽéðçæùâå!), Žêñ Ng(x) = 0
ñûõãâðæ g-åãæï áŽ (14)-áŽê éææôâĲŽ Nf (x) ≤ Nf−g(x) õëãâèæ ñûõãâðæ g-åãæï (Žøãâêâå,
îëé ïæêŽéáãæèâöæ Žîæï ðëèëĲŽ).

áŽãñöãŽå ïŽûæêŽŽôéáâàë, îëé

m{x : Nf (x) 6= 0} > 0

éŽöæê ŽîïâĲëĲï æïâåæ λ > 0 áŽ δ > 0, îëé m{x : Nf (x) > λ} > δ, (ãæêŽæáŽê 0 äëéæï
åãèŽáæ îŽëáâêëĲŽ ïæéîŽãèââĲæï àŽâîåæŽêâĲæï äëéŽ 0-æŽ,) Žêñ

inf
g∈C[0,1]

m{x : Nf−g(x) > λ} ≥ δ

áŽ (15) ñðëèëĲæï úŽèæå infg∈C[0,1] m{x : max{M(f − g)(x), |f − g|} > λ/2} ≥ δ éŽöæê
îëùŽ

inf
g∈C[0,1]

∫ 1

0

|f − g| dm = 0

èâéŽ 3.3-æï úŽèæå. âï âûæêŽŽôéáâàâĲŽ (12) ñðèëĲŽï øŽûâîèæï f − g-åãæï. çâîúëá, m{x :
max{M(f − g)(x), |f − g|} > λ/2} ≤ m{x : max{M(f − g)(x)} > λ/2}+ m{x : max{|f −
g|} > λ/2} ≤ 6+ε

λ

∫ 1

0
|f − g| dm (Žøãâêâå, îëé àŽéëãæõâêâå øâĲæöâãæï ñðëèëĲŽù

λm{x : |f(x)| > λ} ≤
∫ 1

0

|f | dm (5.11)

áŽ Žéæðëé áŽãûâîâå éñáéæãæ 6).
12.24. éëêëðëêñîæ òñêóùæŽ Žî Žîæï ïŽãŽèáâĲñèë æõëï ŽĲïëèñðñîŽá ñûõãâðæ. éæñýâ-

áŽãŽá ŽéæïŽ ïŽéŽîåèæŽêæŽ öâéáâàæ
åâëîâéŽ (éëêëðëêñîæ òñêóùææï ûŽîéëâĲñèæï öâïŽýâĲ). åõ F éëêëðëêñîæ òñêóùæŽŽ,

éŽöæê F ′(x) ŽîïâĲëĲï áŽ ïŽïîñèæŽ åæåóéæï õãâèàŽê.

éæñýâáŽãŽá åâëîâéŽ 12.24-æï ïŽéŽîåèæŽêëĲæïŽ, ŽîïâĲëĲâê éëêëðëêñîæ òñêóùæâĲæ îë-
éâèåŽåãæïŽù (4) ûŽîéëáàâêŽ Žî ïîñèáâĲŽ. çâîúëá ŽîïâĲëĲâê éçŽùîŽá éëêëðëêñîæ òñ-
êóùæâĲæ îëéâèåŽ ûŽîéëâĲñèæ 0-æŽ åæåóéæï õãâèàŽê. Žïâå òñêóùæâĲï ßóãæŽå ïæêàñèŽîñèæ.


