
1. îæéŽêæï æêðâàîŽèæ áŽ éæïæ åãæïâĲâĲæ

1.1. f : [a, b] → R æõëï [a, b]-äâ àŽêïŽäôãîñèæ öâéëïŽäôãîñèæ òñêóùæŽ. àŽêãæýæèëå
[a, b]-æï êâĲæïéæâîæ áŽõëòŽ, a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b. öâéëãæôëå
ŽôêæöãêâĲæ

f i = sup
x∈[xi−1,xi)

f(x) áŽ f
i
= inf

x∈[xi−1,xi)
f(x).

1.2. áŽîĲñï äâáŽ þŽéæ: D(f) = D(f ; x0, x1, . . . , xn) =
∑n

i=1 f i(xi − xi−1).
áŽîĲñï óãâáŽ þŽéæ: D(f) = D(f ; x0, x1, . . . , xn) =

∑n
i=1 f

i
(xi − xi−1).

D(f) ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤ D(f).

1.3. àŽêïŽäôãâîâĲŽ. åñ D(f)−D(f) → 0, îëùŽ Λn = supi(xi−xi−1) → 0 éŽöæê ŽîïâĲëĲï
f -æï îæéŽêæï æêðâàîŽèæ

∫ b

a

f(x) dx = lim
Λn→0

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1), xi−1 ≤ ξi < xi.

1.4 ïŽãŽîþæöë. áŽŽéðçæùâå, îëé åñ f ñûõãâðæ òñêóùæŽŽ [a, b]-äâ éŽöæê ŽîïâĲëĲï éæïæ
îæéŽêæï æêðâàîŽèæ. (éæåæåâĲŽ: àŽéëæõâêâå f -æï åŽêŽĲîŽá ñûõãâðëĲŽ)

1.5. åãæïâĲâĲæ:

Ž)

∫ b

a

(
f(x) + g(x)

)
dx =

∫ b

a

f(x) dx +

∫ b

a

g(x) dx;

Ĳ)

∫ b

a

cf(x) dx = c

∫ b

a

f(x) dx;

à)

∫ b

a

f(x) dx +

∫ c

b

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx;

á) f ≥ g =⇒
∫ b

a

f(x) dx ≥
∫ b

a

g(x) dx çâîúëá f ≥ 0 =⇒
∫ b

a

f(x) dx ≥ 0;

â)

∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)| dx ≤ sup
x∈[a,b]

|f(x)|(b− a).

1.6. þŽéæï ûŽîéëáàâêŽ æêðâàîŽèæï ïŽýæå:
n∑

k=1

ak =
n∫
0

f(x) dx, ïŽáŽù f(x) = ak îëùŽ

k − 1 ≤ x < k, k = 1, 2, . . . , n.

1.7. êæñðëê-èŽæĲêæùæï òëîéñèŽ:
∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) =: F (x)
∣∣b
a
, ïŽáŽù F ′(x) = f(x).

1.8. êŽûæèëĲæåæ æêðâàîâĲæï òëîéñèŽ:
∫ b

a

f ′(x)g(x) dx = f(x)g(x)
∣∣b
a
−

∫ b

a

f(x)g′(x) dx.
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1.9. ùãèŽáæï àŽîáŽóéêæï òëîéñèŽ:

∫ b

a

f(x) dx =

∫ Ψ−1(b)

Ψ−1(a)

f
(
Ψ(u)

)
Ψ′(u) du.

1.10. ïŽöñŽèë éêæöãêâèëĲæï åâëîâéŽ: åñ f : [a, b] → R ñûõãâðæ òñêóùæŽŽ, éŽöæê ŽîïâĲëĲï

ξ ∈ [a, b] æïâåæ îëé
∫ b

a
f(x) dx = f(ξ)(b− a).

2. ßâèáâîæïŽ áŽ éæêçëãïçæï ñðëèëĲâĲæ

2.1. èâéŽ. åñ u, v > 0 áŽ p > 1, 1
p

+ 1
q

= 1, éŽöæê

uv ≤ 1

p
up +

1

q
vq. (2.1)

áŽéðçæùâĲŽ. I àäŽ: ãæêŽæáŽê f(x) = ex (äâéëáŽê) Žéëäêâóæèæ òñêóùæŽŽ áŽ â.æ. éæïåãæï
ïîñèáâĲŽ ñðëèëĲŽ

f
(
λs + (1− λ)t

) ≤ λf(s) + (1− λ)f(t), 0 ≤ λ ≤ 1,

åñçæ s áŽ t-ï æïâåâĲï öâãŽîøâãå, îëé up = es áŽ vq = et, áŽ ŽãæôâĲå λ = 1
p
, éŽöæê àãâóêâĲŽ

uv = e
s
p e

t
q = e

s
p
+ t

q = eλs+(1−λ)t ≤ λes + (1− λ)et =
1

p
up +

1

q
vq.

II àäŽ: ãæêŽæáŽê f(x) = ln x øŽäêâóæèæ òñêóùæŽŽ áŽ â.æ. éæïåãæï ïîñèáâĲŽ ñðëèëĲŽ

ln
(
λs + (1− λ)t

) ≥ λ ln(s) + (1− λ) ln(t), 0 ≤ λ ≤ 1,

Žéæðëé

ln

(
1

p
up +

1

q
vq

)
≥ 1

p
ln up +

1

q
ln vq = ln u + ln v = ln uv

áŽ, îŽýŽê f(x) = ln(x) äîáŽáæ òñêóùæŽŽ, ïîñèáâĲŽ ñðëèëĲŽ (2.1) ¤
2.2. ßâèáâîæï ñðëèëĲŽ. åñ p > 1 áŽ 1

p
+ 1

q
= 1, éŽöæê

(áæïçîâðñèæ)
n∑

k=1

|akbk| ≤
(

n∑

k=1

|ak|p
) 1

p
(

n∑

k=1

|bk|q
) 1

q

.

(æêðâàîŽèñîæ)

∫ b

a

|f(x)g(x)| dx ≤
(∫ b

a

|f(x)|p dx

) 1
p
(∫ b

a

|g(x)|q dx

) 1
q

(2.2)

áŽéðçæùâĲŽ (æêðâàîŽèñîæ öâéåýãâãæï): öâàãæúèæŽ ãæàñèæïýéëå, îëé f, g ≥ 0. åñçæ (2.2)
ñðëèëĲŽï áŽãŽéðçæùâĲå f1 áŽ g1 òñêóùæâĲæïŽåãæï, éŽöæê æàæ ïŽéŽîåèæŽêæ æóêâĲŽ f =
αf1 áŽ g = βg1 òñêóùæâĲæïŽåãæïŽù (Žøãâêâå!). Žéæðëé äëàŽáëĲæï öâñäôñáŽãŽá öâàãæúèæŽ
ãæàñèæïýéëå, îëé

∫ b

a

|f(x)|p dx = 1 áŽ

∫ b

a

|g(x)|q dx = 1
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(äëàŽáæ öâéåýãâãŽ áŽæõãŽêâĲŽ Žé öâéåýãâãŽäâ αf -ŽïŽ áŽ βg-ï òñêóùæâĲæï àŽêýæèãæå, ïŽáŽù

α =
(∫ b

a
|f(x)|p dx

)− 1
p

áŽ β =
(∫ b

a
|g(x)|q dx

)− 1
q
). èâéŽ 2.1-æï úŽèæå àãâóêâĲŽ

∫ b

a

f(x)g(x) dx ≤
∫ b

a

(
1

p
|f(x)|p +

1

q
|g(x)|q

)
dx =

1

p

∫ b

a

|f(x)|p dx +
1

q

∫ b

a

|g(x)|q dx =

1

p
+

1

q
= 1 =

(∫ b

a

|f(x)|p dx

) 1
p
(∫ b

a

|g(x)|q dx

) 1
q

. ¤

2.3. ïŽãŽîþæöë. áŽŽéðçæùâå ßâèáâîæï ñðëèëĲŽ áæïçîâðñè öâéåýãâãŽöæ (éæåæåâĲŽ: Žø-
ãâêâå, îëé 1.6-æï àŽéëõâêâĲæå áæïçîâðñèæ öâéåýãâãŽ áŽæõãŽêâĲŽ æêðâàîŽèñî öâéåýãâãŽäâ)

2.4. éæêçëãïçæï ñðëèëĲŽ. åñçæ p ≥ 1, éŽöæê

(áæïçîâðñèæ)

(
n∑

k=1

|ak + bk|p
) 1

p

≤
(

n∑

k=1

|ak|p
) 1

p

+

(
n∑

k=1

|bk|p
) 1

p

.

(æêðâàîŽèñîæ)

(∫ b

a

|f(x) + g(x)|p dx

) 1
p

≤
(∫ b

a

|f(x)|p dx

) 1
p

+

(∫ b

a

|g(x)|p dx

) 1
p

(2.3)

áŽéðçæùâĲŽ. åñçæ p = 1 éŽöæê åâëîâéŽ ðîæãæŽèñîæŽ, Žéæðëé ãæàñèæïýéëå p > 1.
∫ b

a

|f(x) + g(x)|p dx =

∫ b

a

|f(x)||f(x) + g(x)|p−1 dx +

∫ b

a

|g(x)||f(x) + g(x)|p−1 dx ≤

(ßâèáâîæï ñðëèëĲæï àŽéëõâêâĲæå)

(∫ b

a

|f(x)|p dx

) 1
p
(∫ b

a

|f(x) + g(x)|q(p−1) dx

) 1
q

+

(∫ b

a

|g(x)|p dx

) 1
p
(∫ b

a

|f(x) + g(x)|q(p−1) dx

) 1
q

=

{(∫ b

a

|f(x)|p dx

) 1
p

+

(∫ b

a

|g(x)|p dx

) 1
p

}
×

×
(∫ b

a

|f(x) + g(x)|p dx

) 1
q

( îŽáàŽê
1

p
+

1

q
= 1 =⇒ q(p− 1) = p)

åñçæ Žé ñðëèëĲæï ëîæãâ éýŽîâï àŽãõëòå
(∫ b

a
|f(x) + g(x)|p dx

) 1
q
-äâ, éæãæôâĲå éæêçëãïçæï

ñðëèëĲŽï.
2.5. ïŽãŽîþæöë. áŽŽéðçæùâå éæêçëãïçæï ñðëèëĲŽ áæïçîâðñè öâéåýãâãŽöæ (éæåæåâĲŽ:

Žøãâêâå, îëé 1.6-æï àŽéëõâêâĲæå áæïçîâðñèæ öâéåýãâãŽ áŽæõãŽêâĲŽ æêðâàîŽèñî öâéåýãâ-
ãŽäâ)

2.6. àŽêéŽîðâĲŽ. ãæðõãæå, îëé f òñêóùæŽ âçñåãêæï Lp(a, b) ïæãîùâï, åñçæ

‖f‖p :=

(∫ b

a

|f(x)|p dx

) 1
p

< ∞. (2.4)

‖f‖p-ï âûëáâĲŽ f òñêóùææï êëîéŽ Lp(a, b) ïæãîùâöæ. ùýŽáæŽ êëîéæï ðâîéæêâĲöæ ßâèáâîæïŽ
áŽ éæêçëãïçæï ñðëèëĲâĲæ øŽéëõŽèæĲáâĲŽ öâéáâàêŽæîŽá:

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q áŽ ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p
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3. ôæŽ áŽ øŽçâðæèæ ïæéîŽãèââĲæ

3.1. x ûâîðæèæï éëéùãâè (a, b) æêðâîãŽèï âûëáâĲŽ x-æï éæáŽéë. îëùŽ ε > 0, éŽöæê

(x− ε, x + ε) Žîæï x-æï ïæéâðîæñèæ éæáŽéë.
3.2. x ûâîðæèï âûëáâĲŽ A ïæéîŽãèæï öæàŽ ûâîðæèæ åñçæ æàæ öâáæï A-öæ åŽãæï éæáŽéë-

ïåŽê âîåŽá, â.æ. éëæúâĲêâĲŽ æïâåæ ε > 0, îëé (x− ε, x + ε) ⊂ A.
3.3. x ûâîðæèï âûëáâĲŽ A ïæéîŽãèæï áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæ åñçæ x-æï êâĲæïéæâî éæáŽéëöæ

éëýãáâĲŽ A ïæéîŽãèæï ñïŽïîñèë îŽëáâêëĲŽ ûâîðæèâĲæïŽ.
3.4. G ïæéîŽãèâï âûëáâĲŽ ôæŽ ïæéîŽãèâ åñçæ õãâèŽ éæïæ ûâîðæèæ öæàŽ ûâîðæèæŽ.
3.5. F ïæéîŽãèâï âûëáâĲŽ øŽçâðæèæ ïæéîŽãèâ åñçæ æàæ éëæùŽãï õãâèŽ åŽãæï áŽàîëãâĲæï

ûâîðæèï.
3.6. éŽàŽèæåâĲæ: Ž) (0, 1) ïæéîŽãèâ ôæŽŽ; Ĳ) [0, 1] ïæéîŽãèâ øŽçâðæèæŽ; à) [0, 1) Žîù ôæŽŽ

Žîù øŽçâðæèæ, îŽáàŽê 0 Žî Žîæï éæïæ öæàŽ ûâîðæèæ, ýëèë 1 Žîæï éæïæ áŽàîëãâĲæï ûâî-
ðæèæ, éŽàîŽé Žî âçñåãêæï Žé ïæéîŽãèâï; á) õãâèŽ ïŽïîñèë ïæéîŽãèâ øŽçâðæèæŽ, îŽáàŽê
éŽï Žî àŽŽøêæŽ áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæ; â) àŽêéŽîðâĲæï åŽêŽýéŽá ∅ ôæŽù Žîæï áŽ øŽçâðæèæù,
ŽïâåæãâŽ éåâèæ ôâîúæ R.

3.7. öâêæöãêŽ. îëàëîù ûâïæ G-åæ ŽôãêæöêŽãå ôæŽ ïæéîŽãèââĲï áŽ F -æå øŽçâðæè ïæéîŽã-
èââĲï.
3.8. úæîæåŽáæ åãæïâĲâĲæ:

Ž) ôæŽ ïæéîŽãèâåŽ êâĲæïéæâîæ àŽâîåæŽêâĲŽ ôæŽŽ áŽ øŽçâðæè ïæéîŽãèâåŽ êâĲæïéæâîæ åŽêŽç-
ãâåŽ øŽçâðæèæŽ;

Ĳ) ôæŽ ïæéîŽãèâåŽ ïŽïîñèë åŽêŽçãâåŽ ôæŽŽ áŽ øŽçâðæè ïæéîŽãèâåŽ ïŽïîñèë àŽâîåæ-
ŽêâĲŽ øŽçâðæèæŽ;

à) ôæŽ ïæéîŽãèæ áŽéŽðâĲŽ (éåâè ôâîúŽéáâ) øŽçâðæèæŽ áŽ øŽçâðæèæ ïæéîŽãèæï áŽéŽðâĲŽ
ôæŽŽ.

áŽéðçæùâĲŽ: Ž) x ∈ ∪αGα =⇒ ∃n x ∈ Gn =⇒ ∃ε > 0 (x − ε, x + ε) ⊂ Gn =⇒
(x− ε, x + ε) ⊂ ∪αGα;

åñ x Žîæï ∩αFα-æï áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæ, éŽöæê x Žîæï Fα-ï áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæù
∀α-åãæï, Žêñ x ∈ Fα ∀α-åãæï áŽ x ∈ ∩αFα.

Ĳ) ïŽçéŽîæïæŽ áŽãŽéðçæùëå ëîæ ïæéîŽãèæïåãæï. x ∈ G1∩G2 =⇒ x ∈ G1 áŽ x ∈ G2 =⇒
∃ε1 > 0 (x− ε1, x + ε1) ⊂ G1 áŽ ∃ε2 > 0 (x− ε2, x + ε2) ⊂ G2 =⇒ (x− ε, x + ε) ⊂ G1 ∩G2

ïŽáŽù ε = min(ε1, ε2). â.æ. G1 ∩G2 ôæŽŽ.
åñ x Žîæï F1∪F2-æï áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæ, éŽöæê x æóêâĲŽ Žê F1-æï áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæ

Žê F2-æï. öâïŽĲŽéæïŽá x öâãŽ Žê F1-öæ Žê F2-öæ áŽ x ∈ F1 ∪ F2. Žêñ F1 ∪ F2 éëæùŽãï õãâèŽ
åŽãæï áŽàîëãâĲæï ûâîðæèï.

à) åñ x ∈ G, éŽöæê ŽîïâĲëĲï æïâåæ ε > 0, îëé (x−ε, x+ε) ⊂ G ⇐⇒ (x−ε, x+ε)∩Gc = ∅.
â.æ. x Žî Žîæï Gc-ï áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæ. Žêñ Gc-ï áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæ Žî öâæúèâĲŽ
éëýãáâï Gc-ï àŽîâå (G-öæ). â.æ. Gc øŽçâðæèæŽ.

åñ x ∈ F c ⇐⇒ x 6∈ F , éŽöæê x Žî Žîæï F -æï áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæ. Žéæðëé ŽîïâĲëĲï
æïâåæ ε > 0, îëé (x− ε, x + ε) ∩ F = ∅ ⇐⇒ (x− ε, x + ε) ⊂ F c. â.æ. F c ôæŽŽ.

3.9. çëêðîéŽàŽèæåâĲæ. ôæŽ ïæéîŽãèâåŽ ñïŽïîñèë åŽêŽçãâåŽ öâæúèâĲŽ ŽôŽî æõëï ôæŽ,

éŽàŽèæåŽá
⋂∞

n=1

(− 1
n
, 1

n

)
= {0}.

øŽçâðæè ïæéîŽãèâåŽ ñïŽïîñèë àŽâîåæŽêâĲŽ öâæúèâĲŽ ŽôŽî æõëï øŽçâðæèæ, éŽàŽèæåŽá{
1, 1

2
, 1

3
, . . . , 1

n
, . . .

}
Žî éëæùŽãï åŽãæï áŽàîëãâĲæï ûâîðæèï 0-ï, â.æ. ŽîŽŽ øŽçâðæèæ.
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3.10. åâëîâéŽ. êâĲæïéæâîæ ôæŽ ïæéîŽãèâ G ⊂ R ûŽîéëáàâĲŽ ïŽïîñèæ Žê åãèŽáæ îŽëáâ-
êëĲæï åŽêŽñçãâå æêðâîãŽèåŽ àŽâîåæŽêâĲæï ïŽýæå, Žêñ

G = ∪i=1(ai, bi) ïŽáŽù (ai, bi) ∩ (aj, bj) = ∅ îëùŽ i 6= j (3.1)

áŽéðçæùâĲŽ. õëãâèæ x-åãæï G-áŽê Žãæôëå ax := inf{a < x : (a, x] ⊂ G} áŽ bx :=
sup{b > x : [x, b) ⊂ G} (ùýŽáæŽ, îŽýŽê G ôæŽŽ, {a < x : (a, x] ⊂ G} 6= ∅ áŽ {b > x :
[x, b) ⊂ G} 6= ∅). éŽöæê

x ∈ (ax, bx) ⊂ G áŽ ax 6∈ G, bx 6∈ G (3.2)

îŽáàŽê åñçæ ax ∈ G áŽ ax ∈ (α, β) ⊂ G, éŽöæê (α, x] ⊂ G áŽ ax > inf{a < x : (a, x] ⊂
G}; ŽêŽèëàæñîŽá bx-åãæï. â.æ. õëãâè x ûâîðæèï G-áŽê öâàãæúèæŽ öâãñïŽĲŽéëå (ax, bx)
æêðâîãŽèæ (3.2) åãæïâĲâĲæå. âýèŽ åñ y ∈ (αx, βx), éŽöæê (αx, βx) = (αy, βy). éŽöŽïŽáŽéâ
õëãâèæ x áŽ y ûâîðæèâĲæïåãæï G-áŽê Žê (αx, βx) = (αy, βy) Žê (αx, βx) ∩ (αy, βy) = ∅, áŽ
åñçæ æêðâîãŽèåŽ ïæïðâéŽöæ (ax, bx)x∈G àŽãŽæàæãâĲå âîåæáŽæàæãâ æêðâîãŽèâĲï, éæãæôâĲå

G =
⋃
x∈G

(ax, bx)

ûŽîéëáàâêŽï åŽêŽñçãâå æêðâîãŽèåŽ ïŽýæå (åñ ëî æêðâîãŽèï Žóãï åŽêŽçãâåŽ, éŽöæê æïæêæ
âîåéŽêâåï âéåýãâãæŽê áŽ Žéæðëé àŽæàæãâĲñèæŽ). åŽêŽñçãâå æêðâîãŽèåŽ ïæïðâéŽ Žî öâæú-
èâĲŽ æõëï åãèŽáäâ éâðæ (îŽáàŽê õëãâè æêðâîãŽèöæ ŽîïâĲëĲï âîåæ éŽæêù îŽùæëêŽèñîæ
ûâîðæèæ áŽ îŽùæëêŽèñî îæùýãåŽ ïæéîŽãèâ åãèŽáæŽ), Žéæðëé (3.1) ûŽîéëáàâêŽ ïŽéŽîå-
èæŽêæŽ.

3.11. ôæŽ G ïæéîŽãèæï ûŽîéëáàâêŽï (3.1) ïŽýæå ßóãæŽ ôæŽ ïæéîŽãèæï áŽöèŽ öâéŽáàâêâè
æêðâîãŽèâĲŽá.

3.12. áŽéðçæùâĲæáŽê àŽéëéæáæêŽîâëĲï, îëé ôæŽ ïæéîŽãèæï áŽöèŽ öâéŽáàâêâè æêðâîãŽèâ-
ĲŽá âîåŽáâîåæŽ, Žêñ åñçæ (3.1) ûŽîéëáàâêŽïåŽê âîåŽá ïŽéŽîåèæŽêæŽ

G = ∪i=1(αi, βi) ïŽáŽù (αi, βi) ∩ (αj, βj) = ∅ îëùŽ i 6= j

éŽöæê
{
(ai, bi)

}
i=1

áŽ
{
(αi, βi)

}
i=1

æêðâîãŽèåŽ ïæïðâéâĲæ âîåæáŽæàæãâŽ.

3.13. øŽçâðæèæ ïæéîŽãèæï ïŽæêðâîâïë éŽàŽèæåï ûŽîéëŽáàâêï çŽêðëîæï ïæéîŽãèâ:

K = [0, 1]\
((1

3
,
2

3

) ∪ (1

9
,
2

9

) ∪ (7

9
,
8

9

) ∪ . . .

)
.

çŽêðëîæï ïæéîŽãèâ øŽçâðæèæŽ, îŽáàŽêŽù æàæ ûŽîéëáàâĲŽ øŽçâðæèæ áŽ ôæŽ ïæéîŽãèæï
ïýãŽëĲæï ïŽýæå.

åñçæ îæùýãâĲï øŽãûâîå 3-ëĲæå ïæïðâéŽöæ (éýëèëá 0,1 áŽ 2 ùæòîâĲæï àŽéëõâêâĲæå) éŽöæê
çŽêðëîæï ïæéîŽãèæï ûâîðæèâĲæ øŽæûâîâĲæŽê 0.20220200. . . ðæìæï îæùýãâĲæï ïŽýæå (áŽæûõâ-
ĲŽ 0 éåâèæå áŽ öâéáâà æóêâĲŽ 0-âĲæïŽ áŽ 2-âĲæï êâĲæïéæâîæ çëéĲæêŽùæŽ). îŽáàŽê ŽéàãŽîæ ûâî-
ðæèâĲæï îŽëáâêëĲŽ ŽîŽåãèŽáæŽ (æýæèâ ïŽãŽîþæöë 3.9). çŽêðëîæï ïæéîŽãèâ ŽîŽåãèŽáæŽ.

3.14. åâëîâéŽ (ôæŽ ïæéîŽãèæï ûæêŽîâïŽýæï öâïŽýâĲ). ãåóãŽå f : (a, b) → R ñûõãâðæ
òñêóùæŽŽ áŽ G ⊂ R ôæŽŽ. éŽöæê f−1(G)-ù ôæŽŽ.

áŽéðçæùâĲŽ: Žãæôëå êâĲæïéæâîæ x ∈ f−1(G). ãæêŽæáŽê f(x) ∈ G áŽ G ôæŽŽ, ŽîïâĲëĲï
f(x)-æï ε éæáŽéë îëéâèæù öâáæï G-öæ, Žêñ

(
f(x) − ε, f(x) + ε

) ⊂ G. ñûõãâðëĲæï àŽéë
(çëöæï àŽêéŽîðâĲæå) ŽîïâĲëĲï x-æï æïâåæ δ éæáŽéë (x−δ, x+δ) îëéâèæù éåèæŽêŽá ŽæïŽýâĲŽ(
f(x)− ε, f(x) + ε

)
-öæ, Žêñ f

(
(x− δ, x + δ)

) ⊂ G áŽ (x− δ, x + δ) ⊂ f−1(G). éŽöŽïŽáŽéâ
x Žîæï f−1(G)-æï öæàŽ ûâîðæèæ áŽ x-æï êâĲæïéæâîëĲæï àŽéë f−1(G) ôæŽŽ.
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3.15. åâëîâéŽ (øŽçâðæèæ ïæéîŽãèæï ûæêŽîâïŽýæï öâïŽýâĲ). ãåóãŽå f : R → R ñûõãâðæ
òñêóùæŽŽ áŽ F ⊂ R øŽçâðæèæŽ. éŽöæê f−1(F )-ù øŽçâðæèæŽ.

áŽéðçæùâĲŽ: ãåóãŽå x Žîæï f−1(F ) ïæéîŽãèæï áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæ. éŽöæê ŽîïâĲëĲï
éæéáâãîëĲŽ xn ∈ f−1(F ) æïâåæ îëé xn → x (æý. ïŽãŽîþæöë 2.10). òñêóùææï ñûõãâðëĲæï
àŽéë (ßŽæêâï àŽêéŽîðâĲŽ) f(xn) → f(x). ãæêŽæáŽê åæåëâñèæ f(xn) âçñåãêæï F -ï, Žéæðëé
f(x)-æï õëãâè éæáŽéëöæ éëýãáâĲŽ F ïæéîŽãèæï âîåæ éŽæêù ûâîðæèæ. â.æ. f(x) öâáæï F -öæ
Žê f(x) Žîæï F -æï áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæ. îŽáàŽê F øŽçâðæèæŽ, áŽãŽïçãêæå îëé f(x) ∈ F .
Žêñ x ∈ f−1(F ). â.æ. f−1(F ) éëæùŽãï õãâèŽ åŽãæï áŽàîëãâĲæï ûâîðæèï.

4. çëéìŽóðñîëĲŽ

4.1. ôæŽ æêðâîãŽèåŽ
{
(an, bn)

}∞
n=1

ïæïðâéŽï (ïæéîŽãèâï) âûëáâĲŽ A ïæéîŽãèæï ôæŽ áŽòŽîãŽ,

åñ A ⊂ ∪∞n=1(an, bn). Žé ïæïðâéæï ïŽïîñè óãâïæïðâéŽï
{
(an, bn)

}N

n=1
, âûëáâĲŽ A-ï ïŽïîñèë

óãâáŽòŽîãŽ åñçæ A ⊂ ∪N
n=1(an, bn).

4.2. ïæéîŽãèâï âûëáâĲŽ çëéìŽóðñîæ åñçæ éæïæ êâĲæïéæâîæ ôæŽ áŽòŽîãæáŽê àŽéëæõëòŽ
ïŽïîñèë óãâáŽòŽîãŽ.

4.3. åñçæ A ïæéîŽãèâ öâéëñïŽäôãîâèæŽ, éŽöæê Žé ïæéîŽãèâï ßòŽîŽãï æêðâîãŽèåŽ
{
(−n, n)

}∞
n=1

ïæïðâéŽ, A ⊂ ∪∞n=1(−n, n), ïŽæáŽêŽù Žî àŽéëæõëòŽ ïŽïñèë óãâáŽòŽîãŽ A 6⊂ ∪N
n=1(−n, n).

Žéæðëé A ãâî æóêâĲŽ çëéìŽóðñîæ.
åñçæ A ïæéîŽãèâ àŽŽøêæŽ áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæ x áŽ x 6∈ A, éŽöæê Žé ïæéîŽãèâï ßòŽîŽãï

æêðâîãŽèåŽ
{
(−∞, x − 1

n
), (x + 1

n
,∞)

}∞
n=1

ïæïðâéŽ, A ⊂ ∪∞n=1(−∞, x − 1
n
) ∪ (x + 1

n
,∞),

ïŽæáŽêŽù Žî àŽéëæõëòŽ ïŽïñèë óãâáŽòŽîãŽ A 6⊂ ∪N
n=1(−∞, x− 1

n
)∪ (x + 1

n
,∞). Žéæðëé A

ãâî æóêâĲŽ çëéìŽóðñîæ.
â.æ. A ⊂ R îëé æõëï çëéìŽóðñîæ ŽñùæèâĲâèæŽ æï æõëï öâéëïŽäôãîñèæ áŽ øŽçâðæèæ.
4.4. äñïðŽá æïâãâ, îëàëîù áŽéðçæùâĲñèæ àãŽóãï, îëé [0, 1]-æï ôæŽ æêðâîãŽèåŽ êâĲæïéæ-

âîæ áŽòŽîãæáŽê àŽéëæõëòŽ ïŽïîñèë óãâáŽòŽîãŽ, öâàãæúèæŽ áŽãŽéðçæùëå, îëé êâĲæïéæâîæ
öâéëïŽäôãîñèæ øŽçâðæèæ ïæéîŽãèâ çëéòŽóðñîæŽ.

4.5. åâëîâéŽ. åñ K Žîæï çëéìŽóðñîæ ïæéîŽãèâ áŽ M ⊂ K Žîæï éæïæ ñïŽïîñèë óãâïæ-
éîŽãèâ, éŽöæê K-ï âîåæ ûâîðæèæ éŽæêù Žîæï M -æï áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæ.

áŽéðçæùâĲŽ: áŽãñöãŽå ïŽûæêŽŽôéáâàë. éŽöæê õëãâèæ x-åãæï K-áŽê ŽîïâĲëĲï éæïæ (x −
εx, x+εx) éæáŽéë îëéâèæù öâæùŽãï M ïæéîŽãèæï ŽîŽñéâðâï âîåæ ûâîðæèæïŽ (æý ïŽãŽîþæ-
öë 2.8). ùýŽáæŽ K ⊂ ∪x∈K(x−εx, x+εx) áŽ âï àŽâîåæŽêâĲŽ òŽîŽãï M -ïŽù. Žéæðëé, K-ï çë-
éìŽóðñîëĲæï àŽéë, ŽîïâĲëĲï {x1, x2, . . . , xN} ⊂ K æïâåæ îëé M ⊂ ∪N

n=1(xn−εxn , xn+εxn).
éŽöŽïŽáŽéâ M Žî öâæúèâĲŽ öâæùŽãáâï N -äâ éâð ûâîðæèï, îŽù âûæêŽŽôéáâàâĲŽ M ïæéîŽãèæï
ñïŽïîñèëĲŽï.

4.6. åâëîâéŽ (çëéìŽóðæï ŽêŽïŽýæï öâïŽýâĲ). ãåóãŽå f : R → R ñûõãâðæ òñêóùæŽŽ áŽ
K ⊂ R çëéìŽóðñîæ ïæéîŽãèâŽ. éŽöæê f(K)-ù çëéìŽóðñîæŽ.

áŽéðçæùâĲŽ: ãåóãŽå f(K) ⊂ ∪∞n=1(an, bn) Žîæï ôæŽ áŽòŽîãŽ. éŽöæê K ⊂ ∪∞n=1f
−1(an, bn)

æóêâĲŽ K-ï ôæŽ áŽòŽîãŽ (åâëîâéâĲæï 3.14-æïŽ áŽ 3.10-æï àŽåãŽèæïûæêâĲæå). ãæêŽæáŽê K çë-
éìŽóðñîæŽ, ŽîïâĲëĲï éæïæ ïŽïîñèë óãâáŽòŽîãŽ K ⊂ ∪N

n=1f
−1(an, bn) Žêñ f(K) ⊂ ∪N

n=1(an, bn).
î.á.à.
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5. èâĲâàæï äëéæï åâëîæŽ

5.1. èâĲâàæï äëéŽ ûŽîéëŽáàâêï æêðâîãŽèæï ïæàîúæï ùêâĲæï ĲñêâĲîæã àŽêäëàŽáâĲŽï. åñ-
éùŽ øãâê éëãŽýâîýâĲå àŽùæèâĲæå îåñèæ ĲñêâĲæï ïæéîŽãèââĲæï \ïæàîúæï"àŽäëéãŽï.

õãâèŽé çŽîàŽá ãæùæå, îëé (a, b) æêðâîãŽèæï ïæàîúâ Žîæï |a − b| áŽ øãâê Žé òŽóðï Žïâ
øŽãûâîå

m(a, b) = |a− b|
îŽù êæöêŽãï, îëé (a, b) æêðâîãŽèæï äëéŽ Žîæï áŽáâĲæåæ îæùýãæ b− a. ùýŽáæŽ æàæãâ äëéŽ
Žóãå æêâîãŽèâĲï [a, b], [a, b) áŽ (a, b], îŽáàŽê õëãâèæ ûâîðæèæï äëéŽ Žêñ \ïæàîúâ"0-æŽ.

åŽãáŽìæîãâèŽá, äëàŽáëĲæï öâñäôñáŽãŽá, öâàãæúèæŽ ãæàñèæïýéëå îëé ïæéîŽãèââĲæ
îëéâèåŽ \ïæàîúâïŽù"àŽãäëéŽãå ŽîæŽê [0,1]-æï óãâïæéîŽãèââĲæ, Žêñ m àŽêãéŽîðëå [0,1]-
äâ. éëàãæŽêâĲæå äëéŽï àŽãŽãîùâèâĲå éåâè ôâîúäâ.

åñ A Žîæï 〈ai, bi〉 æêðâîãŽèåŽ (ôæŽ, øŽçâðæèæ Žê êŽýâãîŽáôæŽ, Žêñ “〈” Žîæï “(” Žê “[”
áŽ “〉” Žîæï “)” Žê “]”) ïŽïîñèæ åŽêŽñçãâåæ àŽâîåæŽêâĲŽ, A = ∪n

i=1〈ai, bi〉, éŽöæê

|A| := m(A) :=
n∑

i=1

m〈ai, bi〉 =
n∑

i=1

|bi − ai|.

æêðâîãŽèåŽ ïæàîúââĲæï åãæïâĲâĲæï öâïûŽãèæïŽï àŽéëãæõâêâĲå öâéáâà èâéŽï, îëéâèæù æê-
ðñæùæñîŽá ùýŽáæŽ.

5.2. èâéŽ. åñ (a, b) = ∪∞i=1(ai, bi), éŽöæê

m(a, b) ≤
∞∑
i=1

m(ai, bi). (5.1)

áŽéðçæùâĲŽ. æêðâîãŽèåŽ îŽëáâêëĲŽ îëé æõëï ïŽïîñèæ, âï èâéŽ öâàãæúèæŽ ñöñŽèëá
ûŽîéëãæáàæêëå åãŽèïŽøæêëá. ñïŽïîñèë îŽëáâêëĲŽ îëé Žî æõëï ýâèæï öâéöèâèæ, àŽéëãæ-
õâêëå çëéìŽóðñîëĲŽ. ãŽøãâêëå, îëé êâĲæïéæâîæ áŽáâĲæåæ ε-åãæï m(a, b) ≤ ∑∞

i=1 m(ai, bi)+
ε ïŽæáŽêŽù àŽéëéáæêŽîâëĲï (1). Žãæôëå [c, d] ⊂ (a, b) æïâåæ îëé |d−c| > |b−a|−ε. [c, d]-
ï çëéìŽóðñîëĲæáŽê àŽéëéáæêŽîâ, ŽîïâĲëĲï æïâåæ N , îëé [c, d] ⊂ ∪N

i=1(ai, bi) ïŽæáŽêŽù

áŽãŽïçãêæå, îëé |d− c| ≤ ∑N
i=1 |bi − ai|. éŽöŽïŽáŽéâ

m(a, b) < |d− c|+ ε ≤
N∑

i=1

|bi − ai|+ ε ≤
∞∑
i=1

|bi − ai|+ ε =
∞∑
i=1

m(ai, bi) + ε.

5.3. G ôæŽ ïæéîŽãèæï äëéŽ ĲñêâĲîæãŽá àŽêæéŽîðâĲŽ îëàëîù éæïæ öâéŽáàâêâèæ æêðâ-
îãŽèâĲæï ïæàîúââĲæï þŽéæ

m(G) :=
∑
i=1

m(ai, bi) =
∑
i=1

|bi − ai|,

ïŽáŽù G = ∪i=1(ai, bi) Žîæï G-ï áŽöèŽ öâéŽáàâêâè æêðâîãŽèâĲŽá.
5.4. öâãêæöêëå, îëé åñ G ôæŽ ïæéîŽãèâŽ, éŽöæê ŽîïâĲëĲï øŽèŽàâĲñè ôæŽ ïæéîŽãèâåŽ

éæéáâãîëĲŽ
G1 ⊂ G2 ⊂ G3 ⊂ . . . , ∪∞n=1Gn = G, (5.2)

ïŽáŽù åæåëâñèæ Gn ûŽîéëáàâĲŽ ïŽïîñèæ îŽëáâêëĲŽ ôæŽ åŽêŽñçãâåæ æêðâîãŽèâĲæï àŽâî-
åæŽêâĲæï ïŽýæå áŽ limn→∞ |Gn| = m(G). éŽîåèŽù, Žãæôëå Gn = ∪n

i=1(ai, bi), ïŽáŽù (ai, bi)
G-ï öâéŽáàâêâèæ æêðâîãŽèâĲæŽ. éŽöæê (2) ùýŽáæŽ áŽ ŽéŽïåŽêŽãâ |Gn| =

∑n
i=1 |bi − ai| →∑∞

i=1 |bi − ai| = m(G).
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5.5. öâãêæöêëå, îëé G1 ⊂ G2 =⇒ m(G1) ≤ m(G2). éŽîåèŽù åñ G1 = ∪∞i=1(ai, bi) áŽ
G2 = ∪∞i=1(ci, di) ŽîæŽê Žé ïæéîŽãèââĲæï öâéŽáàâêâè æêðâîãŽèâĲŽá áŽöèâĲæ, éŽöæê åæåë-
âñèæ (ai, bi) éåèæŽêŽá öâáæï îëéâèæéâ (cj, dj)-öæ áŽ

m(G1) =
∞∑
i=1

|bi − ai| =
∞∑

j=1

∑

{i:(ai,bi)⊂(cj ,dj)}
|bi − ai| ≤

∞∑
j=1

|dj − cj| = m(G2).

5.6. F ⊂ [0, 1] øŽçâðæèæ ïæéîŽãèæï äëéŽ ĲñêâĲîæãŽá àŽêæéŽîðâĲŽ æéæï àŽåãŽèæïûæêâĲæå,

îëé G = (0, 1) \ F ôæŽ ïæéîŽãèâŽ áŽ éæïæ äëéŽ ñçãâ àŽêéŽîðâĲñèæ àãŽóãï. éŽöŽïŽáŽéâ

m(F ) := 1−m(G).

öâãêæöêëå, îëé âï äëéŽ öâàãâúèë àŽêàãâéŽîðŽ Žàîâåãâ öâéáâàæ ðëèëĲæåŽù

m(F ) := m(a, b)−m
(
(a, b) \ F

)

ïŽáŽù (a, b) êâĲæïéæâîæ æêðâîãŽèæŽ, îëéâèæù éëæùŽãï F -ï.
5.7. öâãêæöêëå, îëé åñ F ⊂ [0, 1] øŽçâðæèæ ïæéîŽãèâŽ, éŽöæê ŽîïâĲëĲï øŽèŽàâĲñèæ éæé-

áâãîëĲŽ

[0, 1] ⊃ F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ . . . , ∩∞n=1Fn = F, (5.3)

ïŽáŽù åæåëâñèæ Fn ûŽîéëáàâĲŽ ïŽïîñèæ îŽëáâêëĲŽ åŽêŽñçãâåæ øŽçâðæèæ ïâàéâêðâĲæï
àŽâîåæŽêâĲæï ïŽýæå (ãæàñèæïýéëå, îëé ûâîðæèæ Žîæï \àŽáŽàãŽîâĲñèæ"ïâàéâêðæ) áŽ
lim

n→∞
|Fn| = m(F ).

éŽîåèŽù, ãåóãŽå F ⊂ (a, b) áŽ (a, α) ∪ (β, b) ∪ ( ∪∞i=1 (ai, bi)
)

æõëï (a, b) \ F -æï áŽöèŽ
öâéŽáàâêâè æêðâîãŽèâĲŽá (àãâóêâĲŽ, îëé α = inf F áŽ β = sup F ). éŽöæê Žãæôëå Fn =

[0, 1]\(a, α)∪(β, b)∪(∪n
i=1(ai, bi)

)
îëéâèæù õëãâèåãæï æóêâĲŽ øŽçâðæèæ ïâàéâêðâĲæï ïŽïîñèæ

åŽêŽñçãâåæ àŽâîåæŽêâĲŽ, öâïîñèáâĲŽ (3)-æù áŽ

|Fn| = m(a, b)−|α−a|−|b−β|−
n∑

i=1

m(ai, bi) → m(a, b)−|α−a|−|b−β|−
∞∑
i=1

m(ai, bi) = m(F ).

5.8. öâãêæöêëå, îëé åñ F1 ⊂ F2 éŽöæê m(F1) ≤ m(F2). éŽîåèŽù, Žãæôëå (a, b) îëéâèæù
éëæùŽãï ëîæãâ øŽçâðæè ïæéîŽãèâï. öâéáâàæ ôæŽ ïæéîŽãèââĲæïåãæï àãâóêâĲŽ øŽîåãŽ
(a, b) \ F1 ⊃ (a, b) \ F2 Žéæðëé, 5.5-æï úŽèæå, m

(
(a, b) \ F1

) ≥ m
(
(a, b) \ F2

)
. éŽöŽïŽáŽéâ

m(F1) = m(a, b)−m
(
(a, b) \ F1

) ≤ m(a, b)−m
(
(a, b) \ F2

)
= m(F2).

5.9. öâéáâàæ èâéŽù æêðñæùæñîŽá ùýŽáæŽ, éŽàîŽé øãâê éŽï éçŽùîŽá áŽãŽéðçæùâĲå.
èâéŽ. åñ F ⊂ G éŽöæê m(F ) ≤ m(G).
áŽéðçæùâĲŽ. àŽêãæýæèëå êâĲæïéæâîæ æêðâîãŽèæ (a, b), îëéâèæù éëæùŽãï G-ï. ûŽîéëá-

àâêâĲæ G = ∪∞i=1(ai, bi) áŽ (a, b) \ F = ∪∞i=1(ci, di) æõëï öâéŽáàâêâè æêðâîãŽèâĲŽá áŽöèŽ.
éŽöæê

∑∞
i=1 |bi − ai| = m(G) áŽ

∑∞
i=1 |di − ci| = m(a, b)−m(F ). ãæêŽæáŽê ∪∞i=1(ai, bi) ∪

∪ ( ∪∞i=1 (ci, di)
)

= G ∪ (
(a, b) \ F

)
= (a, b), 5.2 èâéæï úŽèæå |b− a| ≤ ∑∞

i=1 |bi − ai|+
+

∑∞
i=1 |di − ci| = m(G) + |b− a| −m(F ). â.æ. m(G)−m(F ) ≥ 0 áŽ èâéŽ áŽéðçæùâĲñèæŽ.

5.10. A ïæéîŽãèæï àŽîâ äëéŽ âûëáâĲŽ ïæáæáâï

m∗(A) = inf
G⊃A

m(G).
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áŽ A ïæéîŽãèæï öæàŽ äëéŽ âûëáâĲŽ ïæáæáâï

m∗(A) = sup
F⊂A

m(F ).

èâéŽ 5.9-æï úŽèæå, m∗(A) ≤ m∗(A) êâĲæïéæâîæ A ïæéîŽãèæïåãæï. Žàîâåãâ , åñ A ⊂ B,
éŽöæê m∗(A) ≤ m∗(B) áŽ m∗(A) ≤ m∗(B).

A ïæéîŽãèâï âûëáâĲŽ äëéŽáæ åñçæ

m∗(A) = m∗(A) (5.4)

áŽ m(A) = m∗(A) = m∗(A) îæùýãï âûëáâĲŽ A-ï äëéŽ.
äâéëåóéñèæáŽê àŽéëéáæêŽîâ, åñçæ A áŽ B äëéŽáâĲæŽ áŽ A ⊂ B éŽöæê m(A) ≤ m(B).
5.11. åâëîâéŽ. A ïæéîŽãèâ Žîæï äëéŽáæ éŽöæê áŽ éýëèëá éŽöæê åñ êâĲæïéæâîæ áŽáâĲæåæ

ε-åãæï ŽîïâĲëĲâê F ⊂ A áŽ G ⊃ A æïâåêæ îëé

m(G)−m(F ) ≤ ε. (5.5)

áŽéðçæùâĲŽ. åñ F áŽ G éùæîâ ε-æï öâïŽĲŽéæïæ ïæéîŽãèââĲæŽ, éŽöæê m(F ) ≤ m∗(A) ≤
m∗(A) ≤ m(G) áŽ m∗(A)−m∗(A) ≤ m(G)−m(F ) ≤ ε. ε-æï êâĲæïéæâîëĲæï àŽéë ïîñèáâĲŽ
(4).

ìæîæóæå, ãåóãŽå ε > 0. ïñìîâéñéæïŽ áŽ æêòæéñéæï àŽêéŽîðâĲæï úŽèæå, ŽîïâĲëĲâê F ⊂ A
áŽ G ⊃ A æïâåêæ îëé m∗(A) ≥ m(G) − ε

2
áŽ m∗(A) ≤ m(F ) + ε

2
. ùýŽáæŽ àãŽóãï G ⊃ F

áŽ åñçæ (4) ïîñèáâĲŽ, éŽöæê m(F ) + ε
2
≥ m(G)− ε

2
, ïŽæáŽêŽù éææôâĲŽ (5).

5.12. åâëîâéŽ. êâĲæïéæâîæ ôæŽ ïæéîŽãèâ äëéŽáæŽ.
áŽéðçæùâĲŽ. 5.5 áâĲñèâĲæï úŽèæå, m(G) = m∗(G). ñêáŽ ãŽøãâêëå, îëé

m∗(G) = m(G). (5.6)

åñ G öâáàâĲŽ ïŽïîñèæ îŽëáâêëĲŽ åŽêŽñçãâåæ æêðâîãŽèâĲæïŽàŽê, G = ∪n
i=1(ai, bi), éŽöæê,

êâĲæïéæâîæ éùæîâ áŽáâĲæåæ ε-æïåãæï, øŽçâðæèæ F = ∪n
i=1[ai + ε

n
, bi − ε

n
] ïæéîŽãèæïåãæï

ïîñèáâĲŽ F ⊂ G áŽ |F | = m(G)− ε. éŽöŽïŽáŽéâ (6) ïŽéŽîåèæŽêæŽ.
êâĲæïéæâîæ G ôæŽ ïæéîŽãèæïåãæï, Gn ⊂ G æõëï æï ôæŽ ïæéîŽãèâ îëéâèæù öâáàâĲŽ

åŽêŽñçãâåæ æêðâîãŽèâĲæï ïŽïñèæ àŽâîåæŽêâĲæïàŽê (æý. 5.4) áŽ îëéèæïåãæïŽù m(Gn) ≥
m(G) − ε

2
. åŽãæï éýîæã Fn ⊂ Gn æõëï æï øŽçâðæèæ ïæéîŽãèâ, îëéèæïåãæïŽù m(Fn) ≥

m(Gn)− ε
2
. éŽöæê àãâóêâĲŽ, îëé Fn ⊂ G áŽ m(Fn) ≥ m(G)− ε. â.æ. (6) ïîñèáâĲŽ.

5.13. åâëîâéŽ. êâĲæïéæâîæ øŽçâðæèæ ïæéîŽãèâ äëéŽáæŽ.
áŽéðçæùâĲŽ. 5.8 áâĲñèâĲæï úŽèæå, m(F ) = m∗(F ). ñêáŽ ãŽøãâêëå, îëé

m∗(F ) = m(F ). (5.7)

åñ F öâáàâĲŽ ïŽïîñèæ îŽëáâêëĲŽ åŽêŽñçãâåæ æêðâîãŽèâĲæïŽàŽê, F = ∪n
i=1[ai, bi], éŽöæê,

êâĲæïéæâîæ ïŽçéŽîæïŽá éùæîâ áŽáâĲæåæ ε-æïåãæï, ôæŽ G = ∪n
i=1(ai− ε

n
, bi+

ε
n
) ïæéîŽãèæïåãæï

ïîñèáâĲŽ G ⊃ F áŽ |G| = m(F ) + ε. éŽöŽïŽáŽéâ (7) ïŽéŽîåèæŽêæŽ.
êâĲæïéæâîæ F øŽçâðæèæ ïæéîŽãèæïåãæï, Fn ⊃ F æõëï æï øŽçâðæèæ ïæéîŽãèâ îëéâèæù öâ-

áàâĲŽ åŽêŽñçãâåæ ïâàéâêðâĲæï ïŽïñèæ àŽâîåæŽêâĲæïàŽê (æý. 5.6) áŽ îëéèæïåãæïŽù m(Fn) ≤
m(F )+ ε

2
. åŽãæï éýîæã Gn ⊃ Fn æõëï æï ôæŽ ïæéîŽãèâ, îëéèæïåãæïŽù m(Gn) ≤ m(Fn)+ ε

2
.

éŽöæê àãâóêâĲŽ, îëé Gn ⊃ F áŽ m(Gn) ≤ m(F ) + ε. â.æ. (7) ïîñèáâĲŽ.
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6. èâĲâàæï äëéæï ŽáæùæñîëĲŽ

6.1. åâëîâéŽ. åñ G1 ∩G2 = ∅, éŽöæê m(G1 ∪G2) = m(G1) + m(G2).
áŽéðçæùâĲŽ. ãåóãŽå G1 = ∪∞i=1(ai, bi) áŽ G2 = ∪∞i=1(ci, di) ŽîæŽê éëùâéñèæ ôæŽ ïæéîŽãèâ-

âĲæï öâéŽáàâêâè æêðâîãŽèâĲŽá áŽöèŽ. éŽöæê
(∪∞i=1 (ai, bi)

)∪(∪∞i=1 (ci, di)
)

æóêâĲŽ G1∪G2-æï
öâéŽáàâêâè æêðâîãŽèâĲŽá áŽöèŽ. Žéæðëé

m(G1 ∪G2) =
∞∑
i=1

|bi − ai|+
∞∑
i=1

|di − ci| = m(G1) + m(G2)

6.2. èâéŽ. åñ F1 ∩F2 = ∅ éŽöæê ŽîïâĲëĲâê G1 ⊃ F1 áŽ G2 ⊃ F2 æïâåêæ îëé G1 ∩G2 = ∅.
áŽéðçæùâĲŽ. þâî ãŽøãâêëå, îëé ρ(F1, F2) > 0 (æý. ïŽã. 4.7). éŽîåèŽù, åñ áŽãñöãâĲå

ïŽûæêŽŽôéáâàëï, îëé ŽîïâĲëĲâê xn ∈ F1 áŽ yn ∈ F2 éæéáâãîëĲâĲæ æïâåêæ, îëé |xn−yn| ≤ 1
n
,

n = 1, 2, . . ., éŽöæê Žé éæéáâãîëĲâĲï âóêâĲŽå ïŽâîåë áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæ îëéâèæù öâãŽ F1-
öæù áŽ F2-öæù, îŽù áŽñöãâĲâèæŽ.

ãåóãŽå ρ(F1, F2) > ε > 0. éŽöæê G1 = ∪x∈F1(x − ε
2
, x + ε

2
) áŽ G2 = ∪x∈F2(x − ε

2
, x + ε

2
)

ïæéîŽãèââĲæ åŽêŽñçãâåæŽ áŽ ŽçéŽõëòæèâĲâê èâéæï ìæîëĲâĲï.

6.3. åâëîâéŽ. åñ F1 ∩ F2 = ∅, éŽöæê m(F1 ∪ F2) = m(F1) + m(F2).
áŽéðçæùâĲŽ. êâĲæïéæâîæ ε-åãæï éëæúâĲêâĲŽ G ⊃ F1∪F2 æïâåæ, îëé m(G)−m(F1∪F2) < ε.

Žéæðëé êâĲæïéæâîæ G0-åãæï îëéèæïåãæïŽù (F1∪F2) ⊂ G0 ⊂ G, àãŽóãï m(G0)−m(F1∪F2) <
ε. Žãæôëå Žïâãâ G1 ⊃ F1 áŽ G2 ⊃ F2 æïâåêæ, îëé G1 ∩ G2 = ∅, G1 ∪ G2 ⊂ G áŽ
m(Gj)−m(Fj) < ε, j = 1, 2. éŽöæê

|m(F1 ∪ F2)−m(F1)−m(F2)| = |m(F1 ∪ F2)−m(G1 ∪G2) + m(G1)−m(F1)+

+m(G2)−m(F2)| ≤ |m(F1 ∪ F2)−m(G1 ∪G2)|+ |m(G1)−m(F1)|+ |m(G2)−m(F2)| ≤ 3ε

áŽ ε-æï êâĲæïéæâîëĲæï àŽéë éëáñèöæ éõëòæ àŽéëïŽýñèâĲŽ 0-æï ðëèæŽ, Žêñ áŽïŽéðçæùâĲâèæ
ðëèëĲŽ ïŽéŽîåèæŽêæŽ.

6.4. åâëîâéŽ (ôæŽ ïæéîŽãèâåŽ êŽýâãîŽá ŽáæùæñîëĲŽ): m(G1 ∪G2) ≤ m(G1) + m(G2).
ãŽøãâêëå, îëé êâĲæïéæâîæ áŽáâĲæåæ ε-æïåãæï

m(G1 ∪G2) ≤ m(G1) + m(G2) + ε

ïŽæáŽêŽù àŽéëéáæêŽîâëĲï áŽïŽéðçæùâĲâĲèæ ñðëèëĲŽ.
Žãæôëå F ⊂ G1 ∪ G2 æïâåæ, îëé m(G1 ∪ G2) − m(F ) < ε. G1 = ∪∞i=1(ai, bi) áŽ

G2 = ∪∞i=1(ci, di) æõëï ôæŽ ïæéîŽãèââĲæï öâéŽáàâêâè æêðâîãŽèâĲŽá áŽöèŽ. éŽöæê F ⊂( ∪∞i=1 (ai, bi)
) ∪ ( ∪∞i=1 (ci, di)

)
áŽ F -æï çëéìŽóðñîëĲæï àŽéë ŽîïâĲëĲï æïâåæ N , îëé F ⊂( ∪N

i=1 (ai, bi)
) ∪ ( ∪N

i=1 (ci, di)
)
. éŽöŽïŽáŽéâ

m(G1 ∪G2) ≤ m(F ) + ε ≤ m
( ∪N

i=1 (ai, bi)
) ∪ ( ∪N

i=1 (ci, di)
)

+ ε ≤

≤
N∑

i=1

|bi − ai|+
N∑

i=1

|di − ci| ≤
∞∑
i=1

(|bi − ai|+
∞∑
i=1

|di − ci| = m(G1) + m(G2) + ε

6.5. öâáâàæ. äñïðŽá ŽêŽèëàæñîŽá öâæúèâĲŽ áŽéðçæùáâï ôæŽ ïæéîŽãèâåŽ êŽýâãîŽá σ-
ŽáæùæñîëĲŽ

m (∪∞n=1Gn) ≤
∞∑

n=1

m(Gn).
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6.6. åâëîâéŽ (èâĲâàæï äëéæï ŽáæùæñîëĲŽ). åñ A áŽ B äëéŽáæ åŽêŽñçãâåæ ïæéîŽãèââĲæŽ,
éŽöæê A ∪B äëéŽáæŽ áŽ

m(A ∪B) = m(A) + m(B). (6.1)

áŽéðçæùâĲŽ. êâĲæïéæâîæ áŽáâĲæåæ ε-åãæï, Žãæôëå F1 ⊂ A ⊂ G1 æïâåæ, îëé m(G1) −
m(F1) < ε áŽ F2 ⊂ A ⊂ G2 æïâåæ, îëé m(G2) − m(F2) < ε. éŽöæê F1 ∪ F2 ⊂ A ∪ B ⊂
G1 ∪ G2 áŽ ŽéŽïåŽêŽãâ m(G1 ∪ G2) −m(F1 ∪ F2) ≤ m(G1) + m(G2) −m(F1) −m(F2) ≤
m(G1)−m(F1) + m(G2)−m(F2) ≤ 2ε. Žêñ A ∪B äëéŽáæŽ.

(1) ðëèëĲæï áŽéðçæùâĲŽ àŽêãŽàîúëå öâïŽĲŽéæïŽá

|m(A ∪B)−m(A)−m(B)| = |m(A ∪B)−m(F1 ∪ F2) + m(F1)−m(A) + m(F2)−m(B)| ≤
≤ |m(A ∪B)−m(F1 ∪ F2)|+ |m(F1)−m(A)|+ |m(F2)−m(B)| ≤

≤ |m(G1 ∪G2)−m(F1 ∪ F2)|+ |m(F1)−m(A)|+ |m(F2)−m(B)| ≤ 2ε + ε + ε = 4ε

îŽù êæöêŽãï (1) ðëèëĲæï ïŽéŽîåèæŽêëĲŽï.

6.7. öâáâàæ. åñ F ⊂ G,
m(G \ F ) = m(G)−m(F ).

7. äëéŽá ïæéîŽãèâåŽ σ-ŽèàâĲîŽ

§5-öæ øãâê ãŽøãâêâå, îëé ôæŽ áŽ øŽçâðæèæ ïæéîŽãèââĲæ äëéŽáæŽ. âýèŽ øãâê ãŽøãâêâĲå, îëé
äëéŽá ïæéîŽãèâåŽ çèŽïæ àŽùæèâĲæå áæáæŽ. çâîúëá, ôæŽ áŽ øŽçâðæè ïæéîŽãèâåŽ êâĲæïéæ-
âîæ åãèŽáæ îŽëáâêëĲæï çëéĲæêŽùæŽ æïâã äëéŽáæŽ. Žé öâéåýãâãŽöæ ŽéĲëĲâê îëé äëéŽáæ ïæ-
éîŽãèââĲæ Žáàâêâê σ-ŽèàâĲîŽï (äñïðæ àŽêéŽîðâĲŽ æýæèâ óãâéëå). âï þâî çæáâã Žî êæöêŽãï,
îëé øãâê öâàãæúèæŽ àŽãäëéëå [0, 1]-æï õãâèŽ óãâïæéîŽãèâ. çâîúëá ŽîïâĲëĲâê äëàæâîåæ
\ìŽåëèëàæñîæ"ïæéîŽãèââĲæ îëéâèåŽ àŽäëéãŽ ìîæêùæìñèŽá öâñúèâĲâèæŽ (øãâê ãêŽýŽãå
éŽàŽèæåâĲï).

7.1. [0, 1]-æï óãâïæéîŽãèâåŽ îŽæéâ F ïæïðâéŽï ßóãæŽ σ-ŽèàâĲîŽ åñçæ æàæ ŽçéŽõëòæèâĲï
öâéáâà ïŽé ìæîëĲŽï

Ž) ∅, [0, 1] ∈ F
Ĳ) A, B ∈ F =⇒ A \B ∈ F
à) An ∈ F , n = 1, 2, . . . , =⇒ ∪∞n=1An ∈ F
âï àŽêéŽîðâĲŽ ïŽçéŽîæïæŽ æéæï ïŽøãâêâĲèŽá, îëé êâĲæïéæâîæ σ-ŽèàâĲîŽ øŽçâðæèæŽ àŽâî-

åæŽêâĲæï, åŽêŽçãâåæï áŽ ïæéîŽãèñîæ ïýãŽëĲæï êâĲæïéæâîæ åãèŽáæ îŽëáâêëĲŽ ëìâîŽùæâĲæï
éæéŽîå (æý. ïŽã. 6.1-6.3).

7.2. ùýŽáæŽ ïæàéŽ ŽèàâĲîŽåŽ êâĲæïéæâîæ åŽêŽçãâåŽ æïâã ïæàéŽ ŽèàâĲîŽŽ. Žéæðëé ŽîïâĲëĲï
ñéùæîâïæ σ-ŽèàâĲîŽ îëéâèæù éëæùŽãï õãâèŽ ôæŽ ïæéîŽãèâï. éŽï Ĳëîâèæï ïæàéŽ ŽèàâĲîŽ
âûëáâĲŽ. îŽýŽê õëãâèæ ôæŽ ïæéîŽãèâ äëéŽáæŽ áŽ äëéŽá ïæéîŽãèâåŽ çèŽïæ ïæàéŽ ŽèàâĲîŽŽ,
Žéæðëé õëãâèæ Ĳëîâèæï ïæàéŽ ŽèàâĲîæï ïæéîŽãèâ äëéŽáæŽ.

7.3. äëéŽá ïæéîŽãèââĲäâ àŽêïŽäôãîñèæ äëéæï õãâèŽäâ éêæöãêâèëĲŽêæ åãæïâĲŽ æóêâĲŽ éæïæ
σ-ŽáæùæñîëĲŽ, îëéâèŽïŽù øãâê Žé ìŽîŽàîŽòöæ áŽãŽéðçæùâĲå.

åâëîâéŽ (èâĲâàæï äëéæï σ-ŽáæùæñîëĲŽ). åñ An, n = 1, 2, . . . , äëéŽá ïæéîŽãèâåŽ åŽêŽñç-
ãâåæ ïæïðâéŽŽŽ, Ai ∩ Aj = ∅ îëùŽ i 6= j, éŽöæê

m (∪∞n=1An) =
∑∞

n=1
m(An) (7.1)

(áŽéðçæùâĲŽ æýæèâ 7.7-öæ).
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7.4. þâî áŽãŽéðçæùëå åâëîâéŽ, îëé äëéŽá ïæéîŽãèâå çèŽïæ ûŽîéëŽáàâêï ŽèàâĲîŽï,
Žêñ äëéŽá ïæéîŽãèâåŽ ïŽïîñèæ çëéĲæêŽùæŽ æïâã äëéŽáæŽ.

åâëîâéŽ. åñ A áŽ B äëéŽáæ ïæéîŽãèââĲæŽ, éŽöæê Žïâãâ äëéŽáæŽ Ž) A ∪ B; Ĳ) A ∩ B; áŽ
à) A \B.

áŽéðçæùâĲŽ. êâĲæïéæâîæ áŽáâĲæåæ ε-åãæï ãåóãŽå F1 ⊂ A ⊂ G1 áŽ F2 ⊂ B ⊂ G2, ïŽáŽù
m(Gj \ Fj) < ε, j = 1, 2. éŽöæê

Ž) F1 ∪F2 ⊂ A∪B ⊂ G1 ∪G2 áŽ ãæêŽæáŽê (G1 ∪G2) \ (F1 ∪F2) ⊂ (G1 \F1)∪ (G2 \F2)
(æý. ïŽã. 6.1), Žéæðëé 6.7 öâáâàæïŽ áŽ 6.4 åâëîâéæï úŽèæå m(G1 ∪ G2) − m(F1 ∪ F2) =

m
(
(G1 ∪ G2) \ (F1 ∪ F2)

) ≤ m(G1 \ F1) + m(G2 \ F2) ≤ ε + ε = 2ε áŽ, 5.11 åâëîâéæï
àŽåãŽèæïûæêâĲæå, Ž) áŽéðçæùâĲñèæŽ.

Ĳ) (F1\G2) ⊂ (A\B) ⊂ (G1\F2) áŽ ãæêŽæáŽê (G1\F2)\(F1\G2) ⊂ (G1\F1)∪(G2\F2)
(æý. ïŽã. 6.1) Žéæðëé, Žéæðëé 6.7 öâáâàæïŽ áŽ 6.4 åâëîâéæï úŽèæå, m(G1\F2)−m(F1\G2) =

m
(
(G1 \F2)∪ (F1 \G2)

) ≤ m
(
(G1 \F1)∪ (G2 \F2)

) ≤ m(G1 \F1)+m(G2 \F2) ≤ ε+ε = 2ε
áŽ, 5.11 åâëîâéæï àŽåãŽèæïûæêâĲæå, Ĳ) áŽéðçæùâĲñèæŽ.

à) ãæêŽæáŽê A∩B = (A∪B)\((A\B)∪(B\A)
)

(æý. ïŽã 6.1), Žéæðëé à) àŽéëéæáæêŽîâëĲï
Ž)-áŽê áŽ Ĳ)-áŽê.

7.5. öâáâàæ. äëéŽá ïæéîŽãèâåŽ êâĲæïéæâîæ ïŽïîñèæ çëéĲæêŽùæŽ äëéŽáæŽ.

7.6. åâëîâéŽ. åñ A1, A2, A3, . . . äëéŽáæ ïæéîŽãèââĲæŽ, éŽöæê Žàîâåãâ äëéŽáæŽ Ž) ∪∞n=1An;
Ĳ) ∩∞n=1An.

áŽéðçæùâĲŽ: Ž) äëàŽáëĲæï öâñäôñáŽãŽá öâàãæúèæŽ ãæàñèæïýéëå, îëé An-âĲæ åŽêŽñç-
ãâåæŽ (æý. ïŽã. 6.2).

êâĲæïéæâîæ áŽáâĲæåæ ε-åãæï éëãúâĲêëå Fn ⊂ An ⊂ Gn æïâåæ îëé m(Gn)−m(Fn) < ε
2n ,

n = 1, 2, . . .. ãæêŽæáŽê Fn-âĲæ åŽêŽñçãâåæŽ áŽ [0, 1]-æï óãâïæéîŽãèâŽ, Žéæðëé êâĲæïéæâîæ

N -æïåãæï àãŽóãï
∑N

n=1 m(Fn) = m
( ∪N

n=1 Fn

) ≤ m[0, 1] = 1. éŽöŽïŽáŽéâ
∑∞

n=1 m(Fn)
éûçîæãæ çîâĲŽáæŽ. öâãŽîøæëå æïâåæ N , îëé

∑∞
n=N+1 m(Fn) < ε. éŽöæê

∑∞
n=N+1 m(Gn) ≤∑∞

n=N+1

(
m(Fn) + ε

2n

)
=

∑∞
n=N+1 m(Fn) + ε

2N ≤ ε + ε
2N .

àŽêãæýæèëå øŽçâðæèæ F := ∪N
n=1Fn áŽ ôæŽ G := ∪∞n=1Gn. éŽöæê F ⊂ ∪∞n=1An ⊂ G áŽ

(G \ F ) ⊂ (∪N
n=1Gn \ F ) ∪ (∪∞n=N+1Gn) ⊂ ( ∪N

n=1 (Gn \ Fn) ∪ ∪∞n=N+1Gn

)
. ŽéæðëéŽù

m(G)−m(F ) = m(G \ F ) ≤ m
( ∪N

n=1 (Gn \ Fn)
)

+ m(∪∞n=N+1Gn) ≤
∑N

n=1

(
m(Gn)−m(Fn)

)
+

∑∞
n=N+1

m(Gn) ≤
∑N

n=1

ε

2n
+ ε +

ε

2N
= 2ε

áŽ Ž) áŽéðçæùâĲñèæŽ. Ĳ) àŽéëéáæêŽîâëĲï Ž)-áŽê áŽ ðëèëĲæáŽê

∩∞n=1An = [0, 1] \ ( ∪∞n=1 ([0, 1] \ An)
)
.

7.7. éŽï öâéáâà îŽù êŽøãâêâĲæŽ ∪∞n=1An-æï äëéŽáëĲŽ, ñçãâ ŽáãæèæŽ 7.3. åâëîâéæï áŽéð-

çæùâĲŽ. éŽîåèŽù
∑N

n=1 m(An) = m(∪N
n=1An) ≤ m(∪∞n=1An) (æý. ïŽã. 6.3). éŽöŽïŽáŽéâ∑∞

n=1 m(An) ≤ m (∪∞n=1An) áŽ (1) ðëèëĲæï ïŽøãâêâĲèŽá ïŽçéŽîæïæŽ áŽãŽéðçæùëå öâ-
ĲîñêâĲñèæ ñðëèëĲŽù.

ãŽøãâêëå, îëé êâĲæïéæâîæ áŽáâĲæåæ ε-åãæï
∑∞

n=1
m(An) ≥ m(∪∞n=1An)− ε.

éëãúâĲêëå õëãâèæ n-æïåãæï Gn ⊃ An æïâåæ, îëé m(An) ≥ m(Gn)− ε
2n . éŽöæê

∑∞
n=1 m(An) ≥∑∞

n=1

(
m(Gn)− ε

2n

)
=

∑∞
n=1 m(Gn)− ε ≥ m(∪∞n=1Gn)− ε ≥ m(∪∞n=1An)− ε (æý. §6.5).
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éŽöŽïŽáŽéâ
∑∞

n=1 m(An) ≥ m(∪∞n=1An) ñðëèëĲŽù ïŽéŽîåèæŽêæŽ áŽ (1) ðëèëĲŽ áŽéð-
çæùâĲñèæŽ.

8. èâĲâàæï äëéæï åãæïâĲâĲæ

Žé ìŽîŽàîŽòöæ ãæàñèæïýéâĲå, îëé õãâèŽ àŽêýæèñèæ ïæéîŽãèâ äëéŽáæŽ.

8.1. åâëîâéŽ. m(A ∪B) = m(A) + m(B)−m(A ∩B).
áŽéðçæùâĲŽ. ñĲîŽèëá áŽãöŽèëå öâéáâàæ ïæéîŽãèââĲæ åŽêŽñçãâå êŽûæèâĲŽá: A = (A \

B) ∪ (A ∩ B), B = (B \ A) ∪ (A ∩ B) áŽ A ∪ B = (A \ B) ∪ (A ∩ B) ∪ (B \ A). éŽöæê
6.6. åâëîâéæï úŽèæå m(A) = m(A \ B) + m(A ∩ B), m(B) = m(B \ A) + m(A ∩ B)
áŽ m(A ∪ B) = m(A \ B) + m(A ∩ B) + m(B \ A) áŽ Žé ðëèëĲâĲæï öâçîâĲæå éææôâĲŽ
áŽïŽéðçæùâĲâèæ ðëèëĲŽ.

8.2. öâáâàæ. m(A ∪B) ≤ m(A) + m(B) áŽ Žàîâåãâ m(∪N
n=1An) ≤ ∑N

n=1 m(An).

8.3. åâëîâéŽ. åñ A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . ïæéîŽãèâåŽ øŽèŽàâĲñèæ éæéáâãîëĲŽŽ, éŽöæê

m(∪∞i=1Ai) = lim
n→∞

m(An)

áŽéðçæùâĲŽ. Žãæôëå åŽêŽñçãâåæ ïæéîŽãèââĲæ: B1 = A1 áŽ Bn = An \ An−1. éŽöæê An =
∪n

i=1Bi áŽ ∪∞i=1Ai = ∪∞i=1Bi. Žéæðëé, 7.3 åâëîâéæï úŽèæå,

m(∪∞i=1Ai) = m(∪∞i=1Bi) =
∞∑
i=1

m(Bi) = lim
n→∞

n∑
i=1

m(Bi) = lim
n→∞

m(∪n
i=1Bi) = lim

n→∞
m(An).

8.4. öâáâàæ. (èâĲâàæï äëéæï êŽýâãîŽá σ-ŽáæùæñîëĲŽ).

m (∪∞n=1An) ≤
∑∞

n=1
m(An) (8.1)

áŽéðçæùâĲŽ. 8.3-æïŽ áŽ 8.2-æï àŽåãŽèæïûæêâĲæå

m (∪∞n=1An) = lim
N→∞

m
(∪N

n=1An

) ≤
∑N

n=1
m(An) ≤

∑∞
n=1

m(An).

8.5. åâëîâéŽ. îëé åñ [0, 1] ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . ïæéîŽãèâåŽ øŽèŽàâĲñèæ éæéáâãîëĲŽŽ,
éŽöæê

m(∩∞i=1Ai) = lim
n→∞

m(An)

áŽéðçæùâĲŽ. ∩∞i=1Ai = [0, 1] \ ∪∞i=1([0, 1] \ Ai). Žéæðëé, äâáŽ åâëîâéæï àŽéëõâêâĲæå,

m(∩∞i=1Ai) = 1−m
(∪∞i=1([0, 1]\Ai)

)
= 1− lim

n→∞
m([0, 1]\An) = 1− lim

n→∞
(
1−m(An)

)
= lim

n→∞
m(An)

äëéŽáæ ïæéîŽãèââĲæï äëàŽáæ àŽêéŽîðâĲæáŽê àŽéëéáæêŽîâëĲï 0 äëéæï ïæéîŽãèââĲæï öâ-
áŽîâĲæå éŽîðæãæ àŽêéŽîðâĲŽ

8.6. A-ï âûëáâĲŽ 0 äëéæï ïæéîŽãèâ, åñçæ êâĲæïéæâîæ áŽáâĲæåæ ε-åãæï ŽîïâĲëĲï ôæŽ ïæ-

éîŽãèâ G îëéâèæù éëæùŽãï A-ï, G ⊃ A, áŽ m(G) < ε. ùýŽáæŽ 0 äëéæï õãâèŽ óãâïæéîŽãèæï
äëéŽ 0-æŽ.

8.7. åâëîâéŽ (êñèæ äëéæï ïæéîŽãèââĲæï åãèŽáæ àŽâîåæŽêâĲæï öâïŽýâĲ). ãåóãŽå A1, A2, A3, . . . ,
0 äëéæï ïæéîŽãèââĲæŽ. éŽöæê m(∪∞n=1An) = 0.

áŽéðçæùâĲŽ. Žãæôëå êâĲæïéæâîæ áŽáâĲæåæ ε. õëãâèæ n-åãæï éëãúâĲêëå Gn ⊃ An ïŽáŽù
m(Gn) < ε

2n . éŽöæê ∪∞n=1An ⊂ ∪∞n=1Gn áŽ, 6.5 öâáâàæï úŽèæå,

m(∪∞n=1An) ≤ m(∪∞n=1Gn) ≤
∑∞

n=1
m(Gn) ≤

∑∞
n=1

ε

2n
= ε.
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8.8. àŽêéŽîðâĲŽ. A ïæéîŽãèâï âûëáâĲŽ Gδ ðæìæï, åñçæ æï ûŽîéëáàâĲŽ ôæŽ ïæéîŽãèâ-
âĲæï åãèŽáæ åŽêŽçãâåæå áŽ Fσ ðæìæï åñçæ æï ûŽîéëáàâĲŽ øŽçâðæèæ ïæéîŽãèââĲæï åãèŽáæ
àŽâîåæŽêâĲæå.

ùýŽáæŽ Gδ áŽ Fσ ðæìæï ïæéîŽãèââĲæ Ĳëîâèæï ïæéîŽãèââĲæŽ. æïæêæ Žàîâåãâ äëéŽáâĲæ
ŽîæŽê. öâéáâàæ åâëîâéâĲæ àãæøãâêâĲâê, îëé õãâèŽ äëéŽáæ ïæéîŽãèâ òŽóðæñîŽá ŽéàãŽîæŽ (0
äëéæï ïæäñïðæå).

8.9. åâëîâéŽ. A ïæéîŽãèâ äëéŽáæŽ éŽöæê áŽ éýëèëá éŽöæê åñçæ æï ûŽîéëáàâĲŽ Gδ ðæìæï
ïæéîŽãèæïŽ áŽ 0 äëéæï ïæéîŽãèæï ïýãŽëĲæï ïŽýæå

8.10. åâëîâéŽ. A ïæéîŽãèâ äëéŽáæŽ éŽöæê áŽ éýëèëá éŽöæê åñçæ æï ûŽîéëáàâĲŽ Fσ ðæìæï
ïæéîŽãèæïŽ áŽ 0 äëéæï ïæéîŽãèæï àŽâîåæŽêâĲæï ïŽýæå.

Žé ëîæãâ åâëîâéŽï âîåáîëñèŽá áŽãŽéðçæùâĲå. åâëîâéâĲæï I êŽûæèâĲæ ùýŽáæŽ: åñ A =
(∩∞n=1Gn) \N Žê A = (∪∞n=1Fn) ∪N , ïŽáŽù m(N) = 0, éŽöæê A äëéŽáæŽ.

ìæîæóæå, Žãæôëå εn ↘ 0. (ãåóãŽå εn = 1
n
). õëãâèæ n-åãæï éëãúâĲêëå Fn ⊂ A áŽ

Gn ⊃ A æïâåêæ, îëé m(Gn) −m(Fn) < εn. äëàŽáëĲæï öâñäôñáŽãŽá ãæàñèæïýéëå, îëé
F1 ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ . . . áŽ G1 ⊃ G2 ⊃ G3 ⊃ . . . (îŽðëé!). éŽöæê ∪∞n=1Fn ⊂ A ⊂ ∩∞n=1Gn.

àŽêãæýæèëå N := ∩∞n=1(Gn\Fn). éŽöæê m(N) = limn→∞ m(Gn\Fn) = limn→∞
(
m(Gn)−

m(Fn)
)

= limn→∞ εn = 0, â.æ. N êñèæ äëéæïŽŽ. ŽéŽïåŽêŽãâ N = (∩∞n=1Gn) \ (∪∞n=1Fn)
éëæùŽãï N1 := (∩∞n=1Gn) \ A-ï áŽ N2 := A \ ∪∞n=1Fn-ï (Žøãâêâå!) Žêñ âï ïæéîŽãèââĲæ 0
äëéæïŽŽ áŽ A = ∩∞n=1Gn \N1 ; A = ∪∞n=1Fn ∪N2. î.á.à.

8.11. äëéŽá ïæéîŽãèâåŽ ïæàéŽ ŽèàâĲîŽï âûëáâĲŽ èâĲâàæï ïæàéŽ ŽèàâĲîŽ. æàæ öâáàâĲŽ
Ĳëîâèæï ïæàéŽ ŽèàâĲîŽäâ áŽ êñèæ äëéæï ïæéîŽãèââĲäâ éëüæéñè ŽèàâĲîŽäâ.

8.12. åâëîâéŽ (Ĳëîâè-çŽêðâèæï èâéŽ). åñ
∑∞

n=1 m(An) < ∞ éŽöæê

m

( ∞⋂
N=1

∞⋃
n=N

An

)
= 0

áŽéðçæùâĲŽ.
∑∞

n=1 m(An) < ∞ =⇒ limN→∞
∑∞

n=N m(An) = 0 éŽöŽïŽáŽéâ 8.5-æïŽ áŽ 8.4-
æï úŽèæå àãâóêâĲŽ m (

⋂∞
N=1

⋃∞
n=N An) = limN→∞ (

⋃∞
n=N An) ≤ limN→∞

∑∞
n=N m(An) = 0

8.12. ùýŽáæŽ èâĲâàæï äëéŽ æêãŽîæŽêðñèæŽ úãîæï éæéŽîå, îŽù êæöêŽãï, îëé êâĲæïéæâîæ
äëéŽáæ A-åãæï áŽ êŽéáãæèæ x îæùýãæïåãæï

m(A) = m(x + A),

ïŽáŽù x + A = {x + y : y ∈ A}.
8.13. ùêëĲæèæŽ Žàîâåãâ, îëé ôâîúæï õãâèŽ óãâïæéîŽãèâ Žî Žîæï äëéŽáæ. ŽîŽäëéŽáæ

ïæéîŽãèæï éŽàŽèæåï ŽãŽàâĲå [0,1) æêðâîãŽèäâ (æý. ïŽã. 7.2), ëôëêá ãæàñèæïýéâĲå, îëé
æàæ áŽýãâñèæŽ âîåâñèëãŽêæ ïæàîúæï ûîâûæîäâ, Žêñ x = x + 1( mod 1). [0,1)-äâ öâéëãæ-
ôëå âóãæãŽèâêðëĲæï éæéŽîåâĲŽ: a ∼ b åñçæ a − b ∈ Q (Q Žîæï îŽùæëêŽèñî îæùýãåŽ
ïæéîŽãèâ). éŽöæê [0,1) áŽæõëòŽ åŽêŽñçãâå âóãæãŽèâêðëĲæï çèŽïâĲŽá [0, 1) = ∪Cα, ïŽáŽù
åñ x ∈ Cα, éŽöæê Cα = {x + y( mod 1) : y ∈ [0, 1)}. B æõëï ïæéîŽãèâ, îëéâèïŽù äñïðŽá
âîåæ ïŽâîåë âèâéâêðæ Žóãï õëãâè Cα-åŽê. éŽöæê xi +B( mod 1)∩xj +B( mod 1) = ∅ îëùŽ
i 6= j áŽ ∪xi∈[0,1)∩Q

(
xi + B( mod 1)

)
= [0, 1). éŽöŽïŽáŽéâ [0,1) áŽæõë åãèŽá åŽêŽñçãâå

âîåéŽêâåæïàŽê éëĲîñêâĲæå éæôâĲñè ïæéîŽãèââĲŽá. B îëé æõëï äëéŽáæ, áŽ éæïæ äëéŽ æõëï
b, éŽöæê åæåëâñèæ xi + B( mod 1) æóêâĲëáŽ b äëéæï áŽ, åñ àŽéëãæõâêâĲå èâĲâàæï äëéæï
σ-ŽáæùñîëĲŽï, éæãæôâĲáæå 1 = m[0, 1) =

∑
i m

(
xi + B( mod 1)

)
= b + b + b . . ., îŽù

öâñúèâĲâèæŽ.
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9. äëéŽáæ òñêóùæâĲæ

9.1. f ; [0, 1] → R òñêóùæŽï âûëáâĲŽ äëéŽáæ åñçæ êâĲæïéæâîæ t îæùýãæïåãæï, t ∈ R,
äëéŽáæŽ ïæéîŽãèâ

{f > t} := {x ∈ [0, 1] : f(x) > t} = f−1(t, +∞) .

9.2. åâëîâéŽ. f òñêóùæŽ äëéŽáæŽ éŽöæê áŽ éýëèëá éŽöæê îëùŽ äëéŽáæŽ f−1(B) êâĲæïéæ-
âîæ B Ĳëîâèæï ïæéîŽãèæïåãæï, B ∈ B (B ŽôêæöêŽãï Ĳëîâèæï ïæàéŽ ŽèàâĲîŽï æý.§7.2)

áŽéðçæùâĲŽ. îŽáàŽê ôæŽ ïæéîŽãèâ (t, +∞) ∈ B, Žéæðëé åâëîâéæï âîåæ êŽûæèæ ùýŽáæŽ.
éâëîâ êŽûæèæï áŽéðçæùâĲŽï áŽãõëòå ìñêóðâĲŽá.

Ž) êâĲæïéæâîæ τ -ïåãæï f−1[τ, +∞) äëéŽáæŽ, îŽáàŽê
f−1[τ, +∞) = f−1

( ∪∞n=1 (τ − 1
n

, +∞)
)

= ∪∞n=1f
−1(τ − 1

n
, +∞);

Ĳ) êâĲæïéæâîæ (a, b) æêðâîãŽèæïåãæï f−1(a, b) = f−1(a,∞) \ f−1[b,∞) äëéŽáæŽ;
à) êâĲæïéæâîæ G = ∪n=1(an, bn) ïæéîŽãèæïåãæï f−1(G) = ∪n=1f

−1(an, bn)-ù äëéŽáæŽ.
âýèŽ àŽêãæýæèëå R-æï õãâèŽ æï A óãâïæéîŽãèââĲæ, A ⊂ R, îëéâèåŽ ûæêŽîâïŽýââĲæù

f−1(A) äëéŽáæŽ. Žïâåæ óãâïæéîŽãèââĲæï çèŽïæ Žôãêæöêëå A-åæ. à)-ï úŽèæå, õãâèŽ ôæŽ
ïæéîŽãèâ öâáæï A-öæ. ŽéŽïåŽêŽãâ, åñçæ An, n = 1, 2, . . ., ïæéîŽãèââĲæ öâáæŽê A-öæ, Žêñ
f−1(An)-âĲæ äëéŽáæŽ, éŽöæê An-âĲæï êâĲæïéæâîæ åãèŽáæ çëéĲæêŽùæææï ûæêŽîâïŽýâ, îëàëîù
f−1(An)-âĲæï æàæãâ çëéĲæêŽùæŽ, æóêâĲŽ äëéŽáæ (îŽáàŽê äëéŽá ïæéîŽãèâåŽ çèŽïæ Žîæï ïæ-
àéŽ ŽèàâĲîŽ). éŽöŽïŽáŽéâ A Žîæï ïæàéŽ ŽèàâĲîŽ, áŽ Ĳëîâèæï ïæàéŽ ŽèàâĲîæï àŽêéŽîðâĲæï
úŽèæå B ⊂ A. î.á.à.

9.3. åâëîâéŽ. åñ f áŽ g äëéŽáæ òñêóùæâĲæŽ, éŽöæê Žïâãâ äëéŽáæ æóêâĲŽ f + g, fg, f/g,
áŽ Ž. ö.

áŽéðçæùâĲŽ. ïŽêæéñöëá áŽãŽéðçæùëå ìæîãâèæ áâĲñèâĲŽ áŽ áŽêŽîøâêâĲæ àŽéëãŽ ŽêŽèë-
àæñîŽá.

ãŽøãâêëå ïæéîŽãèñîæ ðëèëĲŽ

{x : f(x) + g(x) > t} = ∪τ∈Q
({x : f(x) > τ} ∩ {x : g(x) > t− τ}) (9.1)

éŽîåèŽù åñ x âçñåãêæï (1)-æï éŽîþãâêŽ éýŽîâï, éŽöæê ŽîïâĲëĲï æïâåæ τ , îëé f(x)+g(x) >
τ + t− τ = t áŽ x âçñåãêæï éŽîùýâêŽ éýŽîâïŽù.

âýèŽ ãŽøãâêëå, îëé ïŽéŽîåèæŽêæŽ ìæîæóæå øŽîåãŽù. ãåóãŽå f(x) + g(x) > t. éŽöæê
ŽîïâĲëĲï ε > 0 æïâåæ îëé f(x) + g(x) > t + ε. Žãæôëå îŽùæëêŽèñîæ τ æïâåæ, îëé
f(x) > τ > f(x) − ε. éŽöæê g(x) > t − τ áŽ x ∈ {f > τ} ∩ {g > t − τ}. éŽöŽïŽáŽéâ x
âçñåãêæï (1)-æï éŽîþãâêŽ éýŽîâïŽù. â.æ. (1) ðëèëĲŽ ïîñèáâĲŽ.

(1) ðëèëĲŽ àãâñĲêâĲŽ îëé {f + g > t} ûŽîéëáàâĲŽ äëéŽá ïæéîŽãèâåŽ åãèŽáæ àŽâîåæ-
ŽêâĲæï ïŽýæå. éŽöŽïŽáŽéâ âï ïæéîŽãèâ äëéŽáæŽ. î.á.à.

9.4. åâëîâéŽ. åñ àãŽóãï fn, n = 1, 2, . . ., äëéŽá òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ, éŽöæê Žïâãâ
äëéŽáæŽ limn→∞fn

áŽéðçæùâĲŽ ñöñŽèëá àŽéëéáæêŽîâëĲï ïæéîŽãèñîæ ðëèëĲæáŽê

{x : limn→∞fn(x) > t} = ∩∞k=1 ∪∞n=k {x : fn(x) > t}

10. èâĲâàæï æêðâàîŽèæ

10.1. f òñêóùæŽï âûëáâĲŽ éŽîðæãæ åñçæ éæïæ éêæöãêâèëĲŽåŽ ïæéîŽãèâ ïŽïîñèæŽ.
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10.2. [0, 1] ⊃ A ïæéîŽãèæï æêáæçŽðëîæ âûëáâĲŽ òñêóùæŽï

1A(x) =

{
1 åñ x ∈ A

0 åñ x 6∈ A.

ùýŽáæŽ 1A éŽîðæãæ òñêóùæŽŽ. éæïæ éêæöãêâèëĲŽåŽ ïæéîŽãèâŽ {0, 1}.
10.3. åñ f éŽîðæãæ òñêóùæŽ æôâĲï éêæöãêâèëĲâĲï a1, a2, . . . , an, éŽöæê æàæ õëãâèåãæï

øŽæûâîâĲŽ ðëèëĲæå

f =
n∑

k=1

ak1Ak
ïŽáŽù Ak = {x ∈ [0, 1] : f(x) = ak} = f−1{ak} (10.1)

ùýŽáæŽ Ai ∩ Aj = ∅ îëùŽ i 6= j. ùýŽáæŽ Žàîâåãâ, îëé éŽîðæãæ òñêóùæŽ äëéŽáæŽ éŽöæê áŽ
éýëèëá éŽöæê îëùŽ äëéŽáæŽ åæåëâñèæ Ak.

10.4. (1) éŽîðæãæ äëéŽáæ òñêóùææï èâĲâàæï æêðâàîŽèæ àŽêæïŽäôãîâĲŽ ðëèëĲæå
∫ 1

0

f dm =
n∑

k=1

ak ·m(Ak) = a1 ·m(A1) + a2 ·m(A2) + . . . + an ·m(An)

æàæ ðëèæŽ f -æï àîŽòæçæï óãâö éëåŽãïâĲñèæ \éŽîåçñåýâáâĲæï"òŽîåëĲâĲæï þŽéæï êæöêâĲæï
àŽåãŽèæïûæêâĲæå(åñçæ öâãæêŽîøñêâĲå éŽîåçñåýâáâĲæï òŽîåëĲæï àŽéëïŽåãèâè òëîéñèŽï:
òñúæï \ïæàîúâ"× ïæéŽôèâ). ùýŽáæŽ áŽáâĲæåæ òñêóùææï æêðâàîŽèæù áŽáâĲæåæŽ.

10.5. èâéŽ. åñ f éŽîðæãæ äëéŽáæ òñêóùæŽŽ áŽ |f | ≤ ε, éŽöæê
∣∣∣∣
∫ 1

0

f dm

∣∣∣∣ ≤ ε .

áŽéðçæùâĲŽ:
∣∣∣∣
∫ 1

0

f dm

∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|ak| ·m(Ak) ≤
n∑

k=1

ε ·m(Ak) = ε ·m (∪n
k=1Ak) ≤ ε ·m[0, 1] = ε

10.6. èâéŽ. åñ f áŽ g éŽîðæãæ äëéŽáæ òñêóùæâĲæŽ, éŽöæê ŽïâåæãâŽ f + g-ù áŽ
∫ 1

0

(f + g) dm =

∫ 1

0

f dm +

∫ 1

0

g dm

áŽéðçæùâĲŽ: ãåóãŽå f =
∑n

k=1 ak1Ak
áŽ g =

∑l
k=1 bk1Bk

(Ak-âĲæ åŽêŽñçãâåæŽ áŽ Žïâ-
åæãâŽ Bk-âĲæù. öâàãæúèæŽ Žàîâåãâ äëàŽáëĲæï öâñäôñáŽãŽá ãæàñèæïýéëå, îëé ∪n

k=1Ak =

∪n
k=1Bk = [0, 1]). éŽöæê f + g =

∑n
i=1

∑l
j=1(ai + bj)1Ai∩Bj

áŽ

∫ 1

0

(f + g) dm =
n∑

i=1

l∑
j=1

(ai + bj)m(Ai ∩Bj) =
n∑

i=1

l∑
j=1

(
aim(Ai ∩Bj) + bjm(Ai ∩Bj)

)
=

n∑
i=1

ai

l∑
j=1

m(Ai ∩Bj) +
l∑

j=1

bj

n∑
i=1

m(Ai ∩Bj) =
n∑

i=1

aim
( ∪l

j=1 (Ai ∩Bj)
)
+

l∑
j=1

bjm
( ∪n

i=1 (Ai ∩Bj)
)

=
n∑

i=1

aim(Ai) +
n∑

j=1

bjm(Bj) =

∫ 1

0

f dm +

∫ 1

0

g dm
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10.7. èâéŽ. åñ f éŽîðæãæ äëéŽáæ òñêóùæŽŽ áŽ C îŽæéâ éñáéæãæŽ, éŽöæê
∫ 1

0

C · f dm = C ·
∫ 1

0

f dm

áŽéðçæùâĲŽ. åñ f ûŽîéëáàâĲŽ (1) ïŽýæå, éŽöæê
∫ 1

0

C · f dm =
n∑

k=1

C ak ·m(Ak) = C

n∑

k=1

ak ·m(Ak) = C ·
∫ 1

0

f dm

10.8. öâáâàæ. åñ f áŽ g éŽîðæãæ äëéŽáæ òñêóùæâĲæŽ áŽ f ≥ g, éŽöæê
∫ 1

0
f dm ≥ ∫ 1

0
g dm

10.9. åñ f : [0, 1] → [0, a] äëéŽáæ òñêóùæŽŽ áŽ 0 = a0 < a1 < . . . < an−1 < an = a Žîæï
[0, a]-ï æïâåæ áŽõëòŽ, îëé δn := supk≤n |ak − ak−1| ≤ ε éŽöæê

fn =
n∑

k=1

ak−1 · 1{x∈[0,1]:ak−1<f(x)≤ak} =
n∑

k=1

ak−1 · 1{f−1(ak−1,ak]}

Žîæï éŽîðæãæ äëéŽáæ òñêóùæŽ áŽ sup
x∈[0,1]

|f(x)−fn(x)| ≤ ε. Žéæðëé ĲñêâĲîæãæŽ ãæàñèæïýéëå,

îëé f -æï èâĲâàæï æêðâàîŽèæ Žîæï fn-æï èâĲâàæï æêðâàîŽèåŽê ε ïæäñïðæå. ñòîë éçŽùîŽá
f -æï èâĲâàæï æêðâàîŽèæ àŽêæéŽîðâĲŽ ðëèëĲæå:

∫ 1

0

f dm := lim
δn→0

∫ 1

0

fn dm = lim
δn→0

n∑

k=1

ak−1 ·m{f−1(ak−1, ak]} (10.2)

10.10. åâëîâéŽ. õëãâèæ öâéëïŽäôãîñèæ áŽáâĲæåæ äëéŽáæ f -æïåãæï (2) äôãŽîæ ŽîïâĲëĲï
áŽ ïŽïîñèæŽ, Žêñ èâĲâàæï æêðâàîŽèæ àŽêæéŽîðâĲŽ (îæéŽêæï æêðâàîŽèæïàŽê àŽêïýãŽãâĲæå)

áŽéðçæùâĲŽ. ãŽøãâêëå, îëé
∫ 1

0
fn dm çëöæï éëéáâãîëĲŽŽ. êâĲæïéæâîæ éùæîâ ε-æïåãæï Žãæ-

ôëå δN < ε
2
, æïâ îëé supx∈[0,1] |f(x) − fn(x)| ≤ ε

2
, îëùŽ n ≥ N . Žãæôëå n áŽ l ≥ N .

éŽöæê

|fn(x)−fl(x)| = |fn(x)−f(x)+f(x)−fl(x)| ≤ |fn(x)−f(x)|+ |f(x)−fl(x)| ≤ ε

2
+

ε

2
= ε

áŽ 10.5{10.7 èâéâĲæï úŽèæå
∣∣∣
∫ 1

0
fn dm− ∫ 1

0
fl dm

∣∣∣ =
∣∣∣
∫ 1

0
(fn − fl) dm

∣∣∣ ≤ ε.

10.11. åñ f : [0, 1] → R äëéŽáæ òñêóùæŽŽ, éŽöæê ôâîúäâ àŽêïŽäôãîñè òñêóùæŽï Df :
R→ [0, 1] óãâéëå éëùâéñèæ ðëèëĲæå

Df (t) = m{x ∈ [0, 1] : f(x) > t}
âûëáâĲŽ f òñêóùææï àŽêŽûæèâĲæï òñêóùæŽ.

10.12. èâéŽ. Df Žîæï çèâĲŽáæ, éŽîþãêæáŽê ñûõãâðæ áŽ lim
t→−∞

Df (t) = 1, lim
t→+∞

Df (t) = 0

áŽéðçæùâĲŽ. ãæêŽæáŽê {f > t1} ⊂ {f > t2} îëùŽ t1 > t2, Žéæðëé m{f > t1} ≤ m{f >
t2}, Žêñ Df çèâĲŽáæ (ŽîŽäîáŽáæ) òñêóùæŽŽ.

lim
t→t0+

Df (t) = lim
t→t0+

m{f > t} = m
( ∪t>t0 {f > t}) = m{f > t0} = Df (t0)

lim
t→−∞

Df (t) = lim
t→−∞

m{f > t} = m
( ∪t∈R {f > t}) = m[0, 1] = 1

lim
t→+∞

Df (t) = lim
t→+∞

m{f > t} = m
( ∩t∈R {f > t}) = m(∅) = 0
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10.13. öâêæöãêŽ. ŽèĲŽåëĲæï åâëîæŽöæ àŽêŽûæèâĲæï òñêóùæŽ ßóãæŽ öâéáâàæ ðëèëĲæå àŽêïŽ-
äôãîñè òñêóùæŽï Ff (t) = m{x : f(x) ≤ t} = 1−Df (t). æàæ àŽéëáæï äîáŽáæ éŽîþãêæáŽê
ñûõãâðæ òñêóùæŽ îëéèæï äôãŽîæù −∞-öæ Žîæï 0 áŽ +∞-öæ Žîæï 1. Žé òñêóùææï ûŽîéë-
âĲñèï, åñçæ æàæ ŽîïâĲëĲï, ßóãæŽ àŽêŽûæèâĲæï ïæéçãîæãâ Pf (t) = F ′

f (t)
10.14. èâĲâàæï æêðâàîŽèæ öâæúèâĲŽ øŽæûâîëï àŽêŽûæèâĲæï òñêóùææï îæéŽêæï æêðâàîŽèæå:
åâëîâéŽ. ãåóãŽå f : [0, 1] → [0, a] äëéŽáæ òñêóùæŽŽ, éŽöæê

∫ 1

0

f dm =

∫ a

0

Df (t) dt (10.3)

áŽéðçæùâĲŽ. àŽãŽçâåëå [0, a]-ï áŽõëòâĲæ 0 = a0 < a1 < . . . < an−1 < an = a îëéâèåŽå-
ãæïŽù δn → 0 (æý. §10.8) n-æï äîáŽïåŽê âîåŽá. åñ øŽãûâîå f -æï èâĲâàæï æêðâàîŽèï 10.9
åâëîâéæï àŽåãŽèæïûæêâĲæå, Df -æï îæéŽêæï æêðâàîŽèï éæïæ àŽêéŽîðâĲæáŽê àŽéëéáæêŽîâ áŽ
àŽãæåãŽèæïûæêâĲå, îëé a0 = 0 áŽ Df (an) = Df (a) = m{f > a} = m(∅) = 0 éæãæôâĲå

∫ 1

0

f dm = lim
δn→0

n∑

k=1

ak−1 ·m{ak−1 < f ≤ ak} = lim
δn→0

n∑

k=1

ak−1

(
Df (ak−1)−Df (ak)

)
=

lim
δn→0

(
n∑

k=1

ak−1Df (ak−1)−
n∑

k=1

ak−1Df (ak)

)
= lim

δn→0

(
n−1∑

k=0

akDf (ak)−
n∑

k=1

ak−1Df (ak)

)
=

lim
δn→0

(
a0Df (a0) +

n−1∑

k=1

(ak − ak−1)Df (ak)− an−1Df (an)

)
=

∫ a

0

Df (t) dt.

10.15. öâêæöãêŽ. ŽèĲŽåëĲæï åâëîæŽöæ æêðâàîŽèæï Žêñ éŽåâéŽðæçñîæ èëáæêæï àŽéëïŽåã-
èâèŽá àŽéëæõâêâĲŽ òëîéñèŽ (æý. 1.13)

E(f) =

∫ 1

0

f dm =

∫ a

0

t · Pf (t) dt

âï òëîéñèŽ éææôâĲŽ (3)-æïàŽê êŽûæèëĲæåæ æêðâàîâĲæå åñ àŽãæåãŽèæïûæêâĲå, îëé Ff (a) =

m{f ≤ a} = 1. éŽîåèŽù
∫ a

0
t · Pf (t) dt =

∫ a

0
t · F ′

f (t) dt = t Ff (t)
∣∣a
0
− ∫ a

0
Ff (t) dt =

a− ∫ a

0
Ff (t) dt =

∫ a

0
(1− Ff (t)) dt =

∫ a

0
Df (t) dt =

∫ 1

0
f dm

10.16. åñ 0 ≤ f òñêóùæŽ öâéëñïŽäôãîâèæŽ, éŽöæê éæï æêðâàîŽèï àŽêãæýæèŽãå îëàëîù
ûŽçãâåæèæ æêðâàîŽèâĲæï äôãŽîï (îëàëîù ŽîŽïŽçñåîæã æêðâàîŽèï)

∫ 1

0

f dm = lim
a→∞

∫ 1

0

fa dm (10.4)

ïŽáŽù fa(x) = f(x) îëùŽ f(x) ≤ a áŽ fa(x) = a îëùŽ f(x) > a. a-ï äîáŽïåŽê âîåŽá æê-
ðâàîŽèæ æäîáâĲŽ (æý. öâáâàæ 10.8) Žéæðëé äôãŽîæ (4)-öæ õëãâèåãæï ŽîïâĲëĲï, éŽàîŽé äëà-
þâî æàæ öâæúèâĲŽ àŽéëãæáâï +∞-æï ðëèæ. Žé áîëï ŽéĲëĲâê îëé òñêóùæŽ ŽîŽæêðâàîâĲŽáæŽ.
ŽîŽöâéëïŽäôãîñèæ òñêóùææïåãæï (3) òëîéñèŽ éææôâĲï ïŽýâï

∫ 1

0

f dm =

∫ ∞

0

Df (t) dt

åñ f êâĲæïéæâîæ êæöêæïŽŽ, îëéèæï éëáñèæù æêðâàîâĲŽáæŽ
∫ 1

0
|f | dm < ∞, ùŽè-ùŽèçâ

àŽêãæýæèŽãå éæï áŽáâĲæå áŽ ñŽîõëòæå êŽûæèï f+ = max(f, 0) áŽ f− = max(−f, 0). Žé

áîëï f = f+−f− áŽ æêðâàŽèï àŽêãéŽîðŽãå ðëèëĲæå:
∫ 1

0
f dm =

∫ 1

0
f+ dm−∫ 1

0
f− dm.
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10.17. ãæùæå îŽ èâĲâàæï äëéæïŽ áŽ æêðâàîŽèæï ŽàâĲŽ [0,1]-äâ, öâàãæúèæŽ æàæ ŽêŽèëàæ-
ñîŽá ŽãŽàëå êâĲæïéæâî [n, n + 1] æêðâîãŽèäâ, n ∈ Z, áŽ öâéáâà àŽêãŽãîùëå éåâè R-äâ.
éŽîåèŽù A ⊂ R áŽ f : R → R æõãêâê äëéŽáêæ åñçæ A ∩ [n, n + 1] áŽ 1[n,n+1]f ŽîæŽê
äëéŽáêæ õëãâèæ éåâèæ n-åãæï áŽ

m(A) =
∑

n∈Zm
(
A ∩ [n, n + 1)

)
áŽ

∫

R
f dm =

∑
n∈Z 1[n,n+1]f dm

öâæúèâĲŽ Žé áîëï äëàæâîåæ ïæéîŽãèæï äëéŽ áŽ äëàæâîåæ òñêóùææï ŽîŽïŽçñåîæãæ æêðâ-
àîŽèæ àŽéëãæáâï ñïŽïîñèëĲŽ, éŽàŽèæåŽá m(R) =

∫
R 1 dm = ∞. ùýŽáæŽ ôâîúäâ ŽàâĲñèæ

èâĲâàæï äëéŽïŽ áŽ æêðâàîŽèï âóêâĲŽ æàæãâ åãæïâĲâĲæ îŽù éëêŽçãâåäâ.

11. èâĲâàæï æêðâàîŽèæï åãæïâĲâĲæ

11.1. èâĲâàæï æêðâàîŽèï àŽŽøêæŽ îæéŽêæï æêðâàîŽèæï éïàŽãïæ åãæïâĲâĲæ, îëéèâĲæù éææôâ-
ĲæŽê öâïŽĲŽéæïæ áæïçîâðñèæ ŽêŽèëàâĲæáŽê (éŽîðæãæ òñêóùæâĲæïŽåãæï) äôãŽîäâ àŽáŽïãèæå
(10.2) òëîéñèæï éæýâáãæå.

Ž) (ûîòæãëĲŽ)
∫ b

a
(f + g) dm =

∫ b

a
f dm +

∫ b

a
g dm áŽ

∫ b

a
c · f dm = c · ∫ b

a
f dm

Ĳ) (äâéëáŽê öâòŽïâĲŽ)
∣∣∣
∫ b

a
f dm

∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f | dm ≤ supx∈[a,b] |f(x)|(b− a).

ŽéŽïåŽêŽãâ, åñçæ æêðâàîŽèï äëéŽá ïæéîŽãèâäâ àŽêãéŽîðŽãå ðëèëĲæå
∫

A
f dm =

∫
R 1Af dm,

àãâóêâĲŽ èâĲâàæï æêðâàîŽèæï ŽáæùæñîëĲæï áŽ σ-ŽáæùæñîëĲæï åãæïâĲâĲæù

à)

∫

A∪B

f dm =

∫

A

f dm +

∫

B

f dm, áŽ

∫

∪∞n=1An

f dm =
∞∑

n=1

∫

An

f dm

îëùŽ A ∩B = ∅ ìæîãâè öâéåýãâãŽöæ áŽ Ai ∩ Aj = ∅ éâëîâ öâéåýãâãŽöæ.
ùýŽáæŽ Žàîâåãâ, îëé (10.2) òëîéñèŽ òŽóðæñîŽá àãâñĲêâĲŽ, îëé èâĲâàæï æêðâàîŽèæ

öâæúèâĲŽ àŽêæéŽîðëï ðëèëĲæåac
∫ b

a

f dm = sup
S[a,b]3g≤f

∫ b

a

g dm , (11.1)

ïŽáŽù S[a, b] Žîæï [a, b] ïâàéâêðäâ àŽêïŽäôãîñè éŽîðæã (äëéŽá) òñêóùæŽåŽ çèŽïæ.

11.2. èâĲâàæï æêðâàîŽèæï åãæïâĲâĲæáŽê ñöñŽèëá àŽéëéáæêŽîâëĲï â.û. øâĲæöâãæï ñðëèëĲŽ

m{x ∈ [a, b] : |f | > t} ≤ 1

t

∫ b

a

|f | dm .

áŽéðçæùâĲŽ. äëàŽáëĲæï öâñäôñáŽãŽá ãæàñèæïýéëå, îëé f ≥ 0. ùýŽáæŽ, õëãâèæ áŽáâĲæåæ
t-ïåãæï, ïîñèáâĲŽ öâéáâàæ ñðëèëĲŽ (òñêóùæâĲï öëîæï)

f ≥ t · 1{f>t}. (11.2)

åñçæ ãŽæêðâàîâĲå Žé ñðëèëĲæï ëîæãâ éýŽîâï àãâóêâĲŽ
∫ b

a
f dm ≥ t ·m{f > t}. ïŽæáŽêŽù

éææôâĲŽ áŽïŽéðçæùâĲâèæ ñðëèëĲŽ.
11.3. âýèŽ áŽãŽéðçæùëå öâéáâàæ éŽîðæãæ áâĲñèâĲŽ, îëé åñçæ ŽîŽñŽîõëòæåæ òñêóùææï

èâĲâàæï æêðâàîŽèæ 0-æŽ, éŽöæê Žïâåæ òñêóùæŽ 0-æïàŽê àŽêïŽýãŽãâĲñèæ öâæúèâĲŽ æõëï éýë-

èëá êñèæ äëéæï ïæéîŽãèâäâ, Žêñ åñçæ f ≥ 0, éŽöæê
∫ b

a
f dm = 0 ⇐⇒ f = 0 åæåóéæï õãâèŽ
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x-æïåãæï [a, b]-áŽê. \åæåóéæï õãâèàŽê"Žé öâéåýãâãŽöæ Žîæï éŽåâéŽðæçñîæ ðâîéæêæ (éŽï öâ-
ãŽéëçèâĲå ýëèéâ îëàëîù \å.õ.") áŽ êæöêŽãï, îëé éëùâéñèæ ìæîëĲŽ ïîñèáâĲŽ õãâèàŽê,
àŽîáŽ öâïŽúèâĲâèæŽ 0 äëéæï ïæéîŽãèâäâ.

áŽéðçæùâĲŽ: (1) ðëèëĲæï úŽèæå, ùýŽáæŽ îëé åñ f = 0 å.õ. éŽöæê
∫ b

a
f dm = 0. ñêáŽ

ãŽøãâêëå ìæîæóæå àŽéëéáæêŽîâëĲŽ, îëé åñçæ æêðâàîŽèæ êñèæŽ, éŽöæê m{f 6= 0} = 0.
ãæêŽæáŽê f ≥ 0, Žéæðëé {f 6= 0} = {f > 0} = ∪∞n=1{f > 1

n
}. éŽàîŽé õëãâèæ n-æïåãæï

m{f > 1
n
} ≤ n

∫ b

a
f dm = 0, áŽ 0 äëéæï ïæéîŽãèââĲæï åãèŽáæ àŽâîåæŽêâĲŽ æïâã 0 äëéæïŽŽ.

î.á.à.
11.4. èâĲâàæï æêðâàîŽèæï åâëîæŽöæ, òñêóùæâĲæ îëéèâĲæù å.õ. âéåýãâãæŽê âîåéŽêâåï

àŽæàæãâĲñèæŽ, Žêñ õëãâèæ òñêóùææï éêæöãêâèëĲâĲæ àãŽæêðâîâïâĲï 0 äëéæï ïæäñïðæå, îŽáàŽê
0 äëéæï ïæéîŽãèââĲæ æêðâàîŽèæï éêæöãêâèëĲŽäâ îëàëîù ãêŽýâå àŽãèâêŽï ãâî Žýáâêï. òë-
îéŽèñîŽá âï çâåáâĲŽ âóãæãŽèâêðëĲæï éæéŽîåâĲæå f ∼ g åñçæ m{f 6= g} = 0.

12. èâĲâàæï Lp ïæãîùââĲæ áŽ òñêóùæŽåŽ çîâĲŽáæ éæéáâãîëĲâĲæ

12.1. f òñêóùææï p êëîéŽ ‖ · ‖p, ïŽáŽù p ≥ 1, àŽêæéŽîðâĲŽ ðëèëĲæå

‖f‖p :=

(∫ b

a

|f |p dm

) 1
p

êëîéŽï àŽŽøêæŽ öâéáâàæ éêæöãêâèëãŽêæ åãæïâĲâĲæ;
Ž) ‖f‖p ≥ 0, ‖f‖p = 0 éŽöæê áŽ éýëèëá éŽöæê îëùŽ f = 0;
Ĳ) ‖αf‖p = |α| · ‖f‖p; à) ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p (æàæãâ éæêçëãïçæï ñðëèëĲŽ)

12.2. èâĲâàæï Lp[a, b] ïæãîùâ Žîæï æé f : [a, b] → R (äëéŽá) òñêóùæŽåŽ ïæéîŽãèâ, îëéâ-
èåŽ p êëîéŽ ïŽïîñèæŽ

Lp[a, b] := {f : ‖f‖p < ∞}.
øãâê úæîæåŽáŽá àŽêãæýæèŽãå æêðâàîâĲŽá òñêóùæŽåŽ ïæãîùâï L := L1. Žé ïæãîùâöæ àŽê-
ãæýæèŽãå òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲâĲæï ïŽéæ ïýãŽáŽïýãŽ ðæìæï çîâĲŽáëĲâĲï. õãâèàŽê öâéáàëé-
öæ ãæàñèæïýéâĲå îëé àŽêýæèñèæ òñêóùæâĲæ ŽîæŽê àŽêïŽäôãîñèæ ïŽïîñè [a, b] ïâàéâêðäâ,
|a − b| < ∞, áŽ ŽîæŽê äëéŽáêæ. §9.4-æï åŽêŽýéŽá, äëéŽáêæ æóêâĲæŽê Žàîâåãâ äôãŽîæåæ
òñêóùæâĲæ

12.3. fn, n = 1, 2, . . . , òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ çîâĲŽáæŽ f -æïçâê åæåóéæï õãâèàŽê (å.õ.),
fn → f , åñçæ fn(x) → f(x) å.õ. x-åãæï [a, b]-áŽê.

12.4. fn òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ çîâĲŽáæŽ f -æïçâê äëéæå, fn ⇒ f , åñçæ êâĲæïéæâîæ áŽáâ-
Ĳæåæ ε-åãæï

m{x ∈ [a, b] : |fn(x)− f(x)| > ε} → 0.

12.5. fn òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ çîâĲŽáæŽ f -æïçâê êëîéæå, åñçæ

‖fn − f‖1 =

∫ b

a

|fn − f | dm → 0.

ñêáŽ çŽîàŽá àãâïéëáâï îŽ áŽéëçæáâĲñèâĲŽŽŽ Žé ðæìæï çîâĲŽáëĲâĲï öëîæï.

12.6. åâëîâéŽ. åñ fn êëîéæå çîâĲŽáæŽ, éŽöæê æï äëéæå çîâĲâáæùŽŽ, Žêñ

‖fn − f‖ → 0 =⇒ fn ⇒ f

áŽéðçæùâĲŽ ñöñŽèëá éææôâĲŽ øâĲæöâãæï ñðëèëĲæáŽê m{|fn−f | > ε} ≤ 1
ε
‖fn−f‖ → 0.
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12.7. ùýŽáæŽ åñ ‖fn−f‖ → 0 éŽöæê
∫ b

a
fn dm → ∫ b

a
f dm. éŽîåèŽù

∣∣∣
∫ b

a
fn dm− ∫ b

a
f dm

∣∣∣ =∣∣∣
∫ b

a
(fn − f) dm

∣∣∣ ≤
∫ b

a
|fn − f | dm → 0.

12.8. àŽêãæýæèëå [0,1]-äâ àŽêïŽäôãîñè òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ

fn(x) =

{
n îëùŽ 0 ≤ x < 1

n

0 îëùŽ 1
n

< x ≤ 1
, n = 1, 2, . . . ,

áŽ æàæãñîŽá 0-æï ðëèæ òñêóùæŽ f(x) = 0 îëùŽ x ∈ [0, 1]. éŽöæê ùýŽáæŽ, îëé âï òñêóùæŽåŽ

éæéáâãîëĲŽ éææýûîŽòæï å.õ. áŽ äëéæå f -æïçâê, éŽàîŽé ‖fn − f‖ =
∫ 1/n

0
n dx = 1 6→ 0. Žêñ

12.7 åâëîâéæï öâĲîñêâĲñèæ åâëîâéŽ Žî Žîæï ïûëîæ.

12.9. (èâĲâàæï åâëîâéŽ) åñ fn òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ å.õ. çîâĲŽáæŽ f -æïçâê, fn → f ,
éŽöæê âï éæéáâãîëĲŽ çîâĲŽáæŽ äëéæåŽù, fn ⇒ f .

áŽéðçæùâĲŽ. Žãæôëå êâĲæïéæâîæ ε. ãæêŽæáŽê

{x ∈ [a, b] : limn→∞|fn(x)−f(x)| > ε} = ∩∞k=1∪∞n=k {x ∈ [a, b] : |fn(x)−f(x)| > ε} (12.1)

áŽ m{x ∈ [a, b] : limn→∞|fn(x) − f(x)| > ε} ≤ m{x ∈ [a, b] : limn→∞|fn(x) − f(x)| 6=
0} = 0. Žéæðëé m (∩∞k=1 ∪∞n=k {x ∈ [a, b] : |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0. éŽöŽïŽáŽéâ, 8.3 åâëîâ-
éæï àŽåãŽèæïûæêâĲæå limk→∞ m (∪∞n=k{x ∈ [a, b] : |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0, Žêñ
limn→∞ m ({x ∈ [a, b] : |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0. î.á.à.

12.10. àŽêãæýæèëå [0,1]-äâ àŽêïŽäôãîñè òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ: f11, f21, f22, f31, f32, f33, f41, . . .
ïŽáŽù

fnj(x) =

{
1 îëùŽ j−1

n
≤ x < j

n

0 îëùŽ x 6∈ [
j−1
n

, j
n

) , j = 1, 2, . . . , n; n = 1, 2, . . . ,

ùýŽáæŽ âï òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ çîâĲŽáæŽ äëéæå f ≡ 0 òñêóùææïçâê, éŽàîŽé f(x) 6→ 0 õãâ-
èŽ x-æïåãæï [0,1]-áŽê. éŽöŽïŽáŽéâ 12.9 åâëîâéæï öâĲîñêâĲñèæ Žî Žîæï ïûëîæ. éæñýâáŽãŽá
ŽéæïŽ ïŽéŽîåèæŽêæŽ öâéáâàæ åâëîâéŽ.

12.11. (îæïæï åâëîâéŽ) åñ fn äëéæå çîâĲŽáæŽ f -æïçâê, fn ⇒ f , éŽöæê fn-áŽê àŽéëæõëòŽ
æïâåæ óãâéæéáâãîëĲŽ fnk

îëéâèæù å.õ. çîâĲŽáæŽ f -æïçâê, fnk
→ f .

áŽéðçæùâĲŽ. Žãæôëå εk ↘ 0, ãåóãŽå εk = 1
k
. fn-æáŽê àŽéëãõëå óãâéæéáâãîëĲŽ f

(1)
n ,

îëéèæïåãæïŽù ∑∞
n=1

m{x ∈ [a, b] : |f (1)
n (x)− f(x)| > ε1} < ∞.

éŽöæê, Ĳëîâè çŽêðâèæï èâéæï úŽèæå (æý §8.12)

m
(∩∞N=1 ∪∞n=N {x ∈ [a, b] : |f (1)

n (x)− f(x)| > ε1}
)

= 0

f
(1)
n -æáŽê àŽéëãõëå f

(2)
n óãâéæéáâãîëĲŽ , îëéèæïåãæïŽù
∑∞

n=1
m{x ∈ [a, b] : |f (2)

n (x)− f(x)| > ε2} < ∞.

éŽöæê
m

(∩∞N=1 ∪∞n=N {x ∈ [a, b] : |f (2)
n (x)− f(x)| > ε2}

)
= 0

áŽ Žïâ öâéáâà àŽãŽàîúâèëå ñïŽïîñèëá. éæôâĲñèæ òñêóùæâĲæï çãŽáîŽðñèæ ùýîæèæáŽê

f
(j)
n àŽéëãõëå áæŽàëêŽèñîæ óãâéæéáâãîëĲŽ f

(n)
n (àŽŽçâåâå öâïŽĲŽéæïæ êŽýŽðæ), îëéâèæù

æóêâĲŽ åŽãæáŽê ŽîïâĲñèæ éæéáâãîëĲæï îŽôŽù fnk
óãâéæéáâãîëĲŽ.
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êâĲæïéâæîæ áŽáâĲæåæ ε-åãæï, åñçæ εk < ε, àãâóêâĲŽ

m
(∩∞N=1 ∪∞n=N {x : |f (n)

n (x)− f(x)| > ε}) ≤ m
(∩∞N=1 ∪∞n=N {x : |f (n)

n (x)− f(x)| > εk}
)

= 0

áŽ éŽöŽïŽáŽéâ m{x ∈ [a, b] : limn→∞|f (n)
n (x) − f(x)| > ε} = 0 (æý. (1)). â.æ. m{x ∈

[a, b] : limn→∞|f (n)
n (x) − f(x)| 6= 0} = m{x ∈ [a, b] : limn→∞|f (n)

n (x) − f(x)| > 0} =

m
(
∪∞k=1{x ∈ [a, b] : limn→∞|f (n)

n (x)− f(x)| > 1
k
}
)

= 0. î.á.à.

12.12. îëàëîù 12.8-öæ ãêŽýâå, åæåóéæï õãâèàŽê çîâĲŽáëĲæáŽê ïŽäëàŽáëá Žî àŽéëéáæ-
êŽîâëĲ êëîéæå çîâĲŽáëĲŽ. éŽàîŽé åñ áŽéŽðâĲæå éëãæåýëãå, îëé òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ
æõëï âîåëĲèæã öâéëïŽäôãîñèæ, éŽöæê Žáàæèæ Žóãï êëîéæå çîâĲŽáëĲŽï:

åâëîâéŽ (öâéëïŽäôãîñèŽá çîâĲŽáëĲæï öâïŽýâĲ). åñ fn → f áŽ |fn| < M , éŽöæê ‖fn −
f‖ → 0.

áŽéðçæùâĲŽ. êâĲæïæâîæ áŽáâĲæåæ ε-æïåãæï àãâóêâĲŽ
∫ b

a

|fn − f | dm =

∫

{|fn−f |≤ε}
|fn − f | dm +

∫

{|fn−f |>ε}
|fn − f | dm ≤ ε ·m{x ∈ [a, b] : |fn − f | ≤ ε}

+2M ·m{x ∈ [a, b] : |fn − f | > ε} ≤ ε(b− a) + 2M ·m{x ∈ [a, b] : |fn − f | > ε}.
12.10 åâëîâéæï åŽêŽýéŽá, fn ⇒ f . éŽöŽïŽáŽéâ ñçŽêŽïçêâèæ àŽéëïŽýñèâĲæï éâëîâ öâïŽçîâĲæ
éææïûîŽòæï 0-æïçâê áŽ ãôâĲñèëĲå

limn→∞

∫ b

a

|fn − f | dm ≤ ε(b− a)

ïŽæáŽêù àŽéëéáæêŽîâëĲï êëîéæå çîâĲŽáëĲŽ ε-æï êâĲæïéæâîëĲæï àŽéë.

12.13. áŽéðçæùâĲñè åâëîâéâĲï àŽéëãæõâêâĲå îæéŽêæï æêðâàîŽèæï ŽîïâĲëĲæï ŽñùæèâĲâèæ
áŽ ïŽçéŽîæïæ ìæîëĲæï áŽïŽáàâêŽá.

åâëîâéŽ. ãåóãŽå, f öâéëïŽäôãîñèæŽ [a, b]-äâ. æéæïŽåãæï îëé ŽîïâĲëĲáâï éæïæ îæéŽêæï
æêðâàîŽèæ ŽñùæèâĲâèæŽ áŽ ïŽçéŽîæïæ f -æï ûõãâðæï ûâîðæèåŽ ïæéîŽãèâ æõëï 0 äëéæï. Žé
öâéåýãâãŽöæ ∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f dm. (12.2)

áŽéðçæùâĲŽ. ãåóãŽå, A Žîæï f -æï ûõãâðæï ûâîðæèåŽ ïæéîŽãèâ.
åñ x0 ∈ [a, b], àŽêãéŽîðëå \êŽýðëéæ"

N(x0) = inf
ε→0

sup
x,y∈(x0−ε,x0+ε)

|f(x)− f(y)| .

ùýŽáæŽ x0 ∈ A ⇐⇒ N(x0) > 0. áŽãñöãŽå Ak := {x ∈ [a, b] : N(x) > 1
k
}. ùýŽáæŽ

A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . ., áŽ ∪kAk = A.
àŽêãæýæèëå [a, b]-æï êâĲæïéæâîæ áŽõëòŽ, a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b áŽ

ãæïŽîàâĲèëå §1.1-æï ŽôêæöãêâĲæå:

f i = sup
x∈[xi,xi+1)

f(x) áŽ f
i
= inf

x∈[xi,xi+1)
f(x).

àŽêãæýæèëå òñêóùæâĲæ gn(x) = f i áŽ hn(x) = f
i
, îëùŽ x ∈ [xi, xi+1), 0 ≤ i < n. éŽöæê gn

áŽ hn ñĲŽê-ñĲŽê éñáéæãæ òñêóùæâĲæŽ, n = 1, 2, . . ., áŽ éŽåæ æêðâàîŽèâĲæ æóêâĲŽ,öâïŽĲŽéæïŽá,
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áŽîĲñï äâáŽ áŽ óãâáŽ þŽéâĲæ:

D(f ; x0, x1, . . . , xn) =

∫ b

a

gn dm áŽ D(f ; x0, x1, . . . , xn) =

∫ b

a

hn dm.

åñ m(A) 6= 0 éŽöæê, ãæêŽæáŽê åãèŽáæ îŽëáâêëĲŽ 0 äëéæï ïæéîŽãèââĲæï àŽâîåæŽêâĲŽ æïâã
0 äëéæïŽŽ, ŽîïâĲëĲï æïâåæ k, îëé m(Ak) 6= 0. â.æ. æŽîïâĲâĲï æïâåæ δ > 0, îëé m(G) > δ
õãâèŽ ôæŽ G-åãæï îëéâèæù éëæùŽãï Ak-ï. ùŽèçâ àŽêãæýæèëå áŽõëòæï æï æêðâîãŽèâĲæ,
îëéèâĲæù çãâåâê Ak-ï. àãâóêâĲŽ

D −D =
n−1∑
i=0

f i(xi+1 − xi)−
n−1∑
i=0

f
i
(xi+1 − xi) =

n−1∑
i=0

(f i − f
i
)(xi+1 − xi) ≥

∑

{i:(xi,xi+1)∩Ak 6=∅}
(f i − f

i
)(xi+1 − xi) ≥ 1

k

∑

{i:(xi,xi+1)∩Ak 6=∅}
(xi+1 − xi) ≥ 1

k
m∗(Ak) ≥ δ

k
.

éæãæôâå, îëé áŽîĲñï äâáŽ áŽ óãâáŽ þŽéâĲï öëîæï ïýãŽëĲŽ õëãâèåãæï éâðæŽ îŽôŽù òæóïæ-
îâĲñè îæùýãäâ, â.æ. îæéŽêæï æêðâàîŽèæ Žî ŽîïâĲëĲï.

åñçæ m(A) = 0, éŽöæê gn(x) → f(x) áŽ hn(x) → f(x) åæåóéæï õãâèàŽê, çâîúëá õãâèŽ
ñûõãâðëĲæï ûâîðæèöæ (Žøãâêâå!). Žéæðëé 12.12 åâëîâéæïŽ áŽ 12.7 öâêæöãêæï àŽåãŽèæïûæ-
êâĲæå ∫ b

a

gn dm →
∫ b

a

f dm áŽ

∫ b

a

hn dm →
∫ b

a

f dm,

Žêñ áŽîĲñï äâáŽ áŽ óãâáŽ þŽéâĲæ âîåæáŽæàæãâ îæùýãæïçâê éææïûîŽòæŽê áŽ ïîñèáâĲŽ (2)
ðëèëĲŽù.

øãâê øŽéëãŽõŽèæĲâĲå áŽ áŽãŽéðçæùâĲå Žàîâåãâ îŽéëáâêæéâ ùêëĲæè åâëîâéŽï òñêóùæŽåŽ
çîâĲŽáæ éæéáâãîëĲâĲæï öâïŽýâĲ.

12.14. òŽðñï åâëîâéŽ. åñ fn áŽáâĲæå òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ, fn ≥ 0, çîâĲŽáæŽ å.õ f
òñêóùææïçâê, fn → f , éŽöæê

∫ b

a

f dm ≤ limn→∞

∫ b

a

fn dm.

çâîúëá, Žî àŽéëæîæùýâĲŽ öâïŽúèâĲèëĲŽ, îëé Žé ñðëèëĲæï îëéâèæéâ éýŽîâ æõëï +∞.
áŽéðçæùâĲŽ. áŽãñöãŽå g æïâåæ éŽîðæãæ òñêóùæŽŽ îëé 0 ≤ g ≤ f . áŽãñöãŽå gn(x) =

min(g(x), fn(x)), n = 1, 2, . . .. éŽöæê gn → g å.õ. áŽ öâéëïŽäôãîñèŽá çîâĲŽáëĲæï åâëîâéæï

úŽèæå (æý.12.12)
∫ b

a
gn dm → ∫ b

a
g dm. ŽàâĲæï úŽèæå gn ≤ fn áŽ öâïŽĲŽéæïŽá

∫ b

a
gn dm ≤∫ b

a
fn dm. ŽéæðëéŽù äôãŽîäâ àŽáŽïãèæå éæãæôâĲå

∫ b

a

g dm ≤ limn→∞

∫ b

a

fn dm.

åñ ŽãæôâĲå ïñìîâéñéï õãâèŽ g-ï éæéŽîå (æý. (11.1)) éæãæôâĲå áŽïŽéðçæùâĲâè ñðëèëĲŽï.

12.15. åâëîâéŽ (éëêëðëêñîæ çîâĲŽáëĲæï öâïŽýâĲ). åñ fn áŽáâĲæå òñêóùæŽåŽ äîáŽáæ
éæéáâãîëĲŽŽ áŽ fn → f , éŽöæê

lim
n→∞

∫ b

a

fn dm =

∫ b

a

f dm.

ŽóŽù Žî àŽéëãîæùýŽãå öâïŽúèâĲèëĲŽï, îëé Žé ðëèëĲæï ëîæãâ éýŽîâ æõëï +∞.
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áŽéðçæùâĲŽ. ãæêŽæáŽê fn(x) ≤ f(x) å.õ. x-æïåãæï, àãŽóãï
∫ b

a
fn dm ≤ ∫ b

a
f dm õëãâèæ n-

æïåãæï. éŽöŽïŽáŽéâ limn→∞
∫ b

a
fn dm ≤ ∫ b

a
f dm áŽ òŽðñï åâëîâéŽïåŽê âîåŽá âï ñðëèëĲŽ

àãŽúèâãï áŽïŽéðçæùâĲâè ðëèëĲŽï.

12.16. ûæêŽ åâëîâéæáŽê, åñçæ éûçîæãâĲï øŽãûâîå çâîúë þŽéâĲæï ðâîéæêâĲöæ, éæãæôâĲå
èâãæï åâëîâéŽï.

åâëîâéŽ. åñ hn Žîæï áŽáâĲæå òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ, éŽöæê

∫ b

a

∑∞
n=1

hn dm =
∑∞

n=1

∫ b

a

hn dm

12.17. öâáâàæ. åñ hn Žîæï áŽáâĲæå òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ áŽ
∑∞

n=1

∫ b

a
hn dm < ∞, éŽöæê∑∞

n=1 hn(x) < ∞ å.õ. x-æïåãæï. (éæåæåâĲŽ: åñ m{f = ∞} > 0, éŽöæê
∫ b

a
f dm = ∞.)

12.8. öâáâàæ. ãåóãŽå g áŽáâĲæåæ òñêóùæŽŽ áŽ

gN(x) =

{
g(x) îëùŽ g(x) ≤ N

0 îëùŽ g(x) > N
, N = 1, 2, . . . .

éŽöæê

lim
N→∞

∫ b

a

gN dm =

∫ b

a

g dm.

áŽéðçæùâĲŽ ñöñŽèëá àŽéëéáæêŽîâëĲï 12.15-áŽê îŽáàŽê gN(x) äîáŽáæ (ŽîŽéçŽùîŽá) éæ-
éáâãîëĲŽŽ õëãâèæ x-æïåãæï.

12.19. èâĲâàæï åâëîâéŽ (æêðâàîâĲŽáæ éŽíëîŽêðæï öâïŽýâĲ). åñ fn, n = 1, 2, . . ., òñêóùæ-
ŽåŽ éæéáâãîëĲŽ åæåóéæï õãâèàŽê çîâĲŽáæŽ f òñêóùææïçâê, fn → f å.õ., áŽ åñ ŽîïâĲëĲï
æïâåæ áŽáâĲæåæ æêðâàîâĲŽáæ g òñêóùæŽ, îëé |fn(x)| ≤ g(x), éŽöæê

lim
n→∞

∫ b

a

|fn − f | dm = 0

áŽ öâïŽĲŽéæïŽá (æý. §12.7)

lim
n→∞

∫ b

a

fn dm =

∫ b

a

f dm.

áŽéðçæùâĲŽ. êâĲæïéæâîæ áŽáâĲæåæ ε-æïåãæï Žãæôëå æéáâêŽá áæáæ N îëé öâïîñèáâï

ñðëèëĲŽ
∫ b

a
g dm− ∫ b

a
gN dm < ε (æý.12.18). ãåóãŽå AN := {x ∈ [a, b] : g(x) ≤ N}. éŽöæê

ùýŽáæŽ gN = 1AN
g áŽ ε >

∫ b

a
g dm− ∫ b

a
1AN

g dm =
∫ b

a
g dm− ∫

AN
g dm =

∫
Ac

N
g dm ïŽáŽù

Ac
N := [a, b] \ AN . åñ àŽêãæýæèŽãå òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽï 1AN

fn, n = 1, 2, . . . , éŽöæê âï
éæéáâãîëĲŽ æóêâĲŽ öâéëïŽäôãîñèæ, |1AN

fn(x)| ≤ N , áŽ å.õ. çîâĲŽáæ 1AN
f -æïçâê. Žéæðëé

12.12 åâëîâéæï úŽèæå

∫ b

a

|1AN
fn − 1AN

f | dm =

∫

AN

|fn − f | dm → 0.
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éŽöŽïŽáŽéâ

lim
n→∞

∫ b

a

|fn − f | dm = lim
n→∞

(∫

AN

|fn − f | dm +

∫

Ac
N

|fn − f | dm

)
≤ lim

n→∞

∫

AN

|fn − f | dm+

+ lim
n→∞

∫

Ac
N

|fn − f | dm ≤
∫

Ac
N

2g dm < 2ε

ïŽæáŽêŽù éææôâĲŽ åâëîâéŽ ε-æï êâĲæïéæâîëĲæï àŽéë.

øãâê áŽñéðçæùâĲèŽá øŽéëãŽõŽèæĲâĲå çæáâã îŽéëáâêæéâ éêæöãêâèëãŽê åâëîâéŽï èâĲâàæï
æêðâàîŽèæï åâëîææáŽê.

12.20. åâëîâéŽ (èñäæêæï). f æõëï êâĲæïéæâîæ (äëéŽáæ) òñêóùæŽ. éŽöæê êâĲæïéæâîæ áŽáâ-
Ĳæåæ ε-åãæï ŽîïâĲëĲï æïâåæ ñûõãâðæ òñêóùæŽ g îëéèæïåãæïŽù

m{x : f(x) 6= g(x)} < ε

12.21. (èâĲâàæï åâëîâéŽ àŽêñïŽäôãîâèæ æêðâàîŽèæï ûŽîéëâĲñèæï öâïŽýâĲ) ãåóãŽå f ∈
L1(a, b). éŽöæê

F (x) =

∫ x

a

f dm, a < x < b, (12.3)

òñêóùææï ûŽîéëâĲñèæ ŽîïâĲëĲï å.õ. x-æïåãæï áŽ

F ′(x) = f(x) å.õ.

öâàŽýïâêâĲå, îëé åñ f ñûõãâðæŽ áŽ (3)-öæ àŽæàâĲŽ îæéŽêæï æêðâàîŽèæ, éŽöæê äâáŽ ðëèëĲŽ
ïîñèáâĲŽ õãâèŽ x-æïåãæï.

12.22. ñûõãâð F òñêóùæŽï âûëáâĲŽ ŽĲïëèñðñîŽá ñûõãâðæ, åñçæ êâĲæïéæâîæ áŽáâĲæåæ
ε-åãæï ŽîïâĲëĲï δ > 0 æïâåæ, îëé

∑
i=1

|xi+1 − xi| < δ =⇒
∑
i=1

|F (xi+1)− F (xi)| < ε .

öâæúèâĲŽ æéæï øãâêâĲŽ, îëé (3) ðëèëĲæå àŽêïŽäôãîñèæ òñêóùæŽ ŽĲïëèñðñîŽá ñûõãâðæŽ.
ïŽéŽîåèæŽêæŽ öâĲîñêâĲñèæ åâëîâéŽù.

12.23. åâëîâéŽ (ŽĲïëèñðñîŽá ñûõãâðæ òñêóùææï ûŽîéëâĲñèæï öâïŽýâĲ). åñ F : (a, b) →
R ŽĲïëèñðñîŽá ñûõãâðæ òñêóùææŽ, éŽöæê F ′(x) ŽîïâĲëĲï åæåóéæï õãâèàŽê, F ′ ∈ L1(a, b)
áŽ

F (x) = F (a) +

∫ x

a

F ′(t) dt. (12.4)

12.24. éëêëðëêñîæ òñêóùæŽ Žî Žîæï ïŽãŽèáâĲñèë æõëï ŽĲïëèñðñîŽá ñûõãâðæ. éæñýâ-
áŽãŽá ŽéæïŽ ïŽéŽîåèæŽêæŽ öâéáâàæ

èâĲâàæï åâëîâéŽ (éëêëðëêñîæ òñêóùææï ûŽîéëâĲñèæï öâïŽýâĲ). åõ F éëêëðëêñîæ òñ-
êóùæŽŽ, éŽöæê F ′(x) ŽîïâĲëĲï áŽ ïŽïîñèæŽ åæåóéæï õãâèàŽê.

éæñýâáŽãŽá åâëîâéŽ 12.24-æï ïŽéŽîåèæŽêëĲæïŽ, ŽîïâĲëĲâê éëêëðëêñîæ òñêóùæâĲæ îë-
éâèåŽåãæïŽù (4) ûŽîéëáàâêŽ Žî ïîñèáâĲŽ. çâîúëá ŽîïâĲëĲâê éçŽùîŽá éëêëðëêñîæ òñ-
êóùæâĲæ îëéâèåŽ ûŽîéëâĲñèæ 0-æŽ åæåóéæï õãâèàŽê. Žïâå òñêóùæâĲï ßóãæŽå ïæêàñèŽîñèæ.
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13. éëêëðëêñîæ òñêóùæâĲæ. öâéëïŽäôãîñèæ ãŽîæŽùæŽ. ïðæèðæâïæï æêðâàîŽèæ

13.1. åâëîâéŽ (éëêëðëêñîæ òñêóùææï ûõãâðæï ûâîðæèåŽ öâïŽýâĲ). éëêëðëêñîæ f òñêó-
ùææï ûõãâðæï ûâîðæèåŽ ïæéîŽãèâ Žê ïŽïîñèæŽ Žê åãèŽáæ.

áŽéðçæùâĲŽ. äëàŽáëĲæï öâñäôñáŽãŽá ãæàñèæïýéëå, îëé f äîáŽáæŽ.
ãåóãŽå D Žîæï ûõãâðæï ûâîðæèåŽ ïæéîŽãèâ. éŽöæê õëãâèæ a-æïåãæï D-áŽê

f(a−) = sup
x<a

f(x) áŽ f(a+) = inf
x>a

f(x),

Žêñ õëãâè ûõãâðæï ûâîðæèöæ ŽîïâĲëĲŽ éŽîùýâêŽ áŽ éŽîþãâêŽ äôãîâĲæ (ûõãâðŽ Žîæï I
àãŽîæï). ŽéŽïåŽêŽãâ f -æï äîáŽáëĲæï àŽéë, åñ a < b ∈ D, éŽöæê f(a+) ≤ f(b−). éŽöŽïŽáŽéâ
æêðâîãŽèåŽ ïæïðâéŽ

{(
f(a−), f(a+)

)}
a∈D

åŽêŽñçãâåæŽ áŽ îŽáàŽê ãæùæå îëé åŽêŽñçãâå
æêðâîãŽèåŽ ïæïðâéŽ Žî öâæúèâĲŽ æõëï åãèŽáäâ éâðæ (æý. 3.10), åâëîâéŽ áŽéðçæùâĲñèæŽ.

13.2. f : R→ R òñêóùæŽï ßóãæŽ öâéëïŽäôãîñèæ ãŽîæŽùææï [a, b] ïâàéâêðäâ, åñçæ

Vf [a, b] = sup
a≤x0<x1<x2<...<xk−1<xk≤b

k−1∑
i=1

|f(xi+1)− f(xi)| < ∞.

ùýŽáæŽ, îëé åñ f éëêëðëêñîæŽ, éŽöæê Vf [a, b] = |f(b)− f(a)|. ïŽäëàŽáëá:
1) Vf [a, c] = Vf [a, b] + Vf [b, c]
2) Vf [a, b] ≥ |f(b)− f(a)|
13.3. åâëîâéŽ (öâéëïŽäôãîñèæ ãŽîæŽùææï òñêóùææï öâïŽýâĲ). æéæïåãæï, îëé f æõëï öâ-

éëïŽäôãîñèæ ãŽîæŽùææï [a, b]-äâ ŽñùæèâĲŽâèæŽ áŽ ïŽçéŽîæïæ æàæ ûŽîéëáàâï ëîæ äîáŽáæ
òñêóùææï ïýãŽëĲæï ïŽýæå.

áŽéðçæùâĲŽ: (ïŽçéŽîæïëĲŽ) ãåóãŽå f = g − h ïŽáŽù g áŽ h äîáŽáæ òñêóùæâĲæŽ. éŽöæê

Vf [a, b] = sup
k−1∑
i=1

|f(xi+1)− f(xi)| = sup
k−1∑
i=1

|g(xi+1)− h(xi+1)− g(xi) + h(xi)| ≤ sup

k−1∑
i=1

(|g(xi+1)− g(xi)|+ |h(xi+1)− h(xi)|
)

= sup
k−1∑
i=1

(
g(xi+1)− g(xi)

)

+ sup
k−1∑
i=1

(
h(xi+1)− h(xi)

) ≤ g(b)− g(a) + h(b)− h(a) < ∞

(ŽñùæèâĲèëĲŽ) àŽêãæýæèëå Vf (x) = Vf [a, x] = supa≤x0<x1<...<xk≤x

∑k−1
i=1 |f(xi+1)−f(xi)|

òñêóùæŽ, îëéâèæù ùýŽáæŽ æóêâĲŽ äîáŽáæ. ŽéŽïåŽêŽãâ åñ x < y, éŽöæê Vf (y) − f(y) ≥
Vf (x) − f(x), îŽáàŽê Vf (y) − Vf (x) = Vf [x, y] ≥ |f(y) − f(x)| > f(y) − f(x). â.æ. åñ
àŽêãæýæèŽãå òñêóùæâĲï g(x) = Vf (x) áŽ h(x) = Vf (x) − f(x), ëîæãâ âï òñêóùæŽ æóêâĲŽ
äîáŽáæ áŽ ùýŽáæŽ ïñèáâĲŽ ðëèëĲŽù f = g − h.

13.4. öâàŽýïâêâĲå, îëé C[a, b]-åæ ŽôæêæöêâĲŽ [a, b]-äâ àŽêïŽäôãîñè ñûõãâð òñêóùæŽåŽ
ïæéîŽãèâ ýëèë C1[a, b]-åæ ñûõãâðæ ûŽîéëâĲñèâĲæï éóëêâ òñêóùæŽåŽ ïæéîŽãèâ.

åñ Ψ äîáŽáæ òñêóùæŽŽ [a, b]-äâ áŽ f ∈ C[a, b] éŽöæê ïðæèðæâïæï æêðâàîŽèæ àŽêæéŽîðâĲŽ
ðëèëĲæå: ∫ b

a

f dΨ = lim
δn→0

n∑
i=1

f(ξ
(n)
i−1)

(
Ψ(x

(n)
i )−Ψ(x

(n)
i−1)

)
(13.1)
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ïŽáŽù a = x
(n)
0 < x

(n)
1 < . . . , x

(n)
n−1 < x

(n)
n = b, δn = max1≤i≤n |x(n)

i − x
(n)
i−1| áŽ x

(n)
i−1 ≤ ξ

(n)
i−1 ≤

x
(n)
i . äôãîæï ŽîïâĲëĲŽ (1)-öæ öâæúèâĲŽ áŽéðçæùáâï æïâãâ îëàëîù îæéŽêæï æêðâàîŽèæïåãæï.
13.5 . åâëîâéŽ (ïðæèðæâïæï æêðâàîŽèæï öâïŽýâĲ). åñ f ∈ C[a, b] áŽ Ψ ∈ C1[a, b] éŽöæê

∫ b

a

f dΨ =

∫ b

a

f(x)Ψ′(x) dx

áŽéðçæùâĲŽ: èŽàîŽêíæï åâëîâéæï
(
Ψ(y)−Ψ(x) = Ψ′(η)(y − x)

)
àŽéëõâêâĲæå

∫ b

a

f dΨ = lim
n→∞

n∑
i=1

f(ξ
(n)
i−1)

(
Ψ(x

(n)
i )−Ψ(x

(n)
i−1)

)
= lim

n→∞

n∑
i=1

f(ξ
(n)
i−1)Ψ

′(η(n)
i−1)(x

(n)
i − x

(n)
i−1) =

lim
n→∞

n∑
i=1

f(η
(n)
i−1)Ψ

′(η(n)
i−1)(x

(n)
i − x

(n)
i−1) =

∫ b

a

f(x)Ψ′(x) dx

(øãâê ãæïŽîàâĲèâå öâéáâàæ áŽéëçæáâĲñèâĲæå:

∣∣∣∣
n∑

i=1

(
f(ξ

(n)
i−1)− f(η

(n)
i−1)

)
Ψ′(η(n)

i−1)(x
(n)
i − x

(n)
i−1)

∣∣∣∣ ≤
sup|x−y|≤δn

|f(x)− f(y)| · (Ψ(b)−Ψ(a)) → 0).

14. éâðîæçñèæ ïæãîùââĲæ

14.1. X ïæéîŽãèâï âûëáâĲŽ éâðîæçñèæ ïæãîùâ åñ éæïæ õëãâèæ ëîæ x áŽ y âèâéâêðæïåãæï

àŽêïŽäôãîñèæŽ éŽêúæèæ ρ(x, y), îëéâèïŽù Žóãï öâéáâàæ åãæïâĲâĲæ:

1) ρ(x, y) ≥ 0 áŽ ρ(x, y) = 0 éŽöæê áŽ éýëèëá éŽöæê îëùŽ x = y;
2) ρ(x, y) = ρ(y, x);
3) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (ïŽéçñåýâáæï ñðëèëĲŽ).

X ïæãîùæï âèâéâêðâĲï ãñûëáâĲå ûâîðæèâĲï.

14.2. éëãæðŽêëå éâðîæçñèæ ïæãîùââĲæï éŽàŽèæåâĲæ:
Ž) R ôâîúæ øãâñèâĲîæãæ éŽêúæèæå: ρ(x, y) = |x− y|;
Ĳ) R2 ïæĲîðõâ øãâñèâĲîæãæ éŽêúæèæå: ρ

(
(x1, x2), (y1, y2)

)
=

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2;

à) C[a, b] |{ [a, b]-äâ àŽêïŽäôãîñè ñûõãâð òñêóùæŽåŽ ïæãîùâ:

ρ(f, g) = max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|;

á) L1[a, b] |{ [a, b]-äâ àŽêïŽäôãîñè æêðâàîâĲŽá òñêóùæŽåŽ ïæãîùâ:

ρ(f, g) =

∫ b

a

|f − g| dm.

(Žøãâêâå, îëé åæåëâñè öâéåýãâãŽöæ ρ ŽçéŽõëòæèâĲï 14.1-öæ øŽéëåãèæè ìæîëĲâĲï)

14.3. åñ a ∈ X, éŽöæê a ûâîðæèæï ε éæáŽéë âûëáâĲŽ ôæŽ \Ĳæîåãï"

B(a, ε) := {x ∈ X : ρ(a, x) < ε}. (14.1)

14.4. îëáâïŽù àãŽóãï éæáŽéëï ùêâĲŽ, äñïðŽá R-æï ŽêŽèëàæñîŽá öâéëàãŽóãï çîâĲŽáæ
éæéáâãîëĲæï ùêâĲŽ, öæàŽ ûâîðæèæïŽ áŽ ôæŽ ïæéîŽãèæï ùêâĲŽ, áŽàîëãâĲæï ûâîðæèæïŽ áŽ
øŽçâðæèæ ïæéîŽãèæï ùêâĲŽ, X-áŽê X-öæ ñûõãâðæ ŽïŽýãæï ùêâĲŽ, áŽ Ž. ö. éŽàŽèæåŽá: {xn}n≥1

éæéáâãîëĲŽï âûëáâĲŽ a-ïçâê çîâĲŽáæ åñçæ êâĲæïéæâîæ áŽáâĲæåæ ε-åãæï éëæúâĲêâĲŽ æïâåæ N ,
îëé îëùŽ n > N éŽöæê ρ(a, xn) < ε (Žêñ xn ýãáâĲŽ a-ï ε éæáŽéëöæ); f : X → X Žîæï
ñûõãâðæ åñ xn → x =⇒ f(xn) → f(x); áŽ Ž. ö.
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14.5. åâëîâéŽ. åñ a ∈ X-áŽê áŽ ε > 0, éŽöæê B(a, ε) (æý. (1)) ôæŽ ïæéîŽãèâŽ.
áŽéðçæùâĲŽ. ãåóãŽå x ∈ B(a, ε). éŽöæê ρ(a, x) < ε. ãåóãŽå δ > 0 æïâåæŽ, îëé ρ(a, x)+δ <

ε. éŽöæê B(x, δ) ⊂ B(a, ε), îŽáàŽê åñ y ∈ B(x, δ), â.æ. åñ ρ(x, y) < δ éŽöæê ρ(a, y) ≤
ρ(a, x) + ρ(x, y) < ρ(a, x) + δ < ε áŽ y ∈ B(a, ε). â.æ. B(a, ε)-ï õãâèŽ x ûâîðæèæ öæàŽŽ áŽ
æàæ ôæŽ ïæéîŽãèâŽ.

14.6. {xn}n≥1 éæéáâãîëĲŽï âûëáâĲŽ çëöæï (Žê òñêáŽéâêðñîæ) éæéáâãîëĲŽ åñçæ êâĲæïéæ-

âîæ áŽáâĲæåæ ε-åãæï éëæúâĲêâĲŽ æïâåæ N , îëé îëùŽ n > N áŽ k > N éŽöæê ρ(xn, xk) < ε.

14.7. X éâðîæçñè ïæãîùâï ßóãæŽ ïîñèæ åñçæ éŽïöæ ŽôâĲñè õëãâè {xn}n≥1 çëöæï éæéáâ-
ãîëĲŽï, (xn ∈ X, n = 1, 2, . . .) àŽŽøêæŽ äôãŽîæ ŽéŽãâ ïæãîùâöæ (limn→∞ xn = x ∈ X).

îëàëîù ãæùæå R Žîæï ïîñèæ éâðîæçñèæ ïæãîùâ. ŽîŽïîñèæ ïæãîùæï çèŽïæçñî éŽàŽèæåï
ûŽîéëŽáàâêï îŽùæëêŽèñî îæùýãåŽ ïæéîŽãèâ Q (îŽðëé?).

ãæêŽæáŽê ñûõãâð òñêóùæŽåŽ åŽêŽĲîŽá çîâĲŽáæ éæéáâãîëĲæï äôãŽîæ ñûõãâðæŽ, C[a, b]
ïæãîùâ ïîñèæŽ.

ïæãîùæï ïæïîñèâ éæïæ éêæöãêâèëãŽêæ åãæïâĲŽŽ.

14.8. åâëîâéŽ. îæéŽêæï Žäîæå æêðâàîâĲŽá òñêóùæŽåŽ ïæãîùâ éâðîæçæå ρ(f, g) =

=
∫ b

a
|f(x)− g(x)| dx Žî Žîæï ïîñèæ.

éæåæåâĲŽ. öâàãæúèæŽ ŽãŽàëå âîåëĲèæã öâéëïŽäôãñèæ òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽù çæ (öâ-
éëñïŽäôãîâèæ éæéáâãîëĲæï ŽàâĲŽ ñòîë ŽáãæèæŽ), îëéâèæù æóêâĲŽ òñêáŽéâêðñîæ áŽ Žî
âóêâĲŽ äôãŽîæ Žé ïæãîùâöæ. çâîúëá àŽêãæýæèëå [0,1]-äâ çŽêðëîæï ðæìæï K ïæéîŽãèâ, îë-
éèæï äëéŽù Žî æóêâĲŽ 0, Žêñ ŽéëàáâĲñèæ åŽêŽñçãâåæ æêðâîãŽèâĲæï I1, I1, I3, . . . ïæàîúââĲæï
þŽéæ æõëï 1-äâ êŽçèâĲæ,

∑∞
j=1 |Ij| < 1 áŽ éŽåæ áŽéŽðâĲŽ K = [0, 1] \ ( ∪∞j=1 Ij

)
æõëï

ŽîïŽáéçãîæãæ ( K ïæéîŽãèâï âûëáâĲŽ ŽîïŽáéçãîæãæ åñçæ êâĲæïéæâîæ ôæŽ æêðâîãŽèæïåãæï
éëæúâĲêâĲŽ Žé æêðâîãŽèæï óãâæêðâîãŽèæ îëéâèïŽù åŽêŽçãâåŽ ŽîŽ Žóãï K-ïåŽê). éŽöæê
fn =

∑n
j=1 1Ij

, n = 1, 2, . . ., òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ æóêâĲŽ òñêáŽéâêðñîæ

(
∫ b

a
|fn(x)− fk(x)| dx =

∑n
j=k+1 |Ij| → 0 îëùŽ k, n →∞). éŽàîŽé äôãŽîæåæ òñêóùæŽ

f =
∑∞

j=1 1Ij
æóêâĲŽ ûõãâðæèæ K-ï õëãâè ûâîðæèöæ, Žêñ áŽáâĲæå äëéæï ïæéîŽãèâäâ. â.æ.

f Žî æóêâĲŽ îæéŽêæï Žäîæå æêðâàîâĲŽáæ áŽ fn òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽï Žî âóêâĲŽ äôãŽîæ
îæéŽêæï Žäîæå æêðâàîâĲŽá òñêóùæŽåŽ ïæãîùâöæ.

14.9. åâëîâéŽ. L1[a, b] ïæãîùâ ïîñèæŽ.
éæåæåâĲŽ. ãåóãŽå {fn}n≥1 çëöæï éæéáâãîëĲŽŽ. àŽéëãõëå éæïàŽê {fnk

}k≥1 óãâéæéáâãîëĲŽ

îëéèæïåãæïŽù
∑∞

k=1

∫ b

a
|fnk+1

− fnk
| dm < ∞. éŽöæê èâãæï åâëîâéæï úŽèæå∫ b

a

(∑∞
k=1 |fnk+1

− fnk
|) dm < ∞ áŽ

∑∞
k=1 |fnk+1

(x)− fnk
(x)| < ∞ å.õ. x-åãæï. åæåëâñèæ

Žïâåæ x-æïåãæï
f(x) = lim

k→∞
fnk

(x)

ŽîïâĲëĲï, f ∈ L1[a, b] áŽ
∫ b

a
|fn − f | dm → 0.

14.10. f : X → X ŽïŽýãŽï ßóãæŽ çñéöãŽáæ åñçæ ŽîïâĲëĲï æïâåæ éñáéæãæ C < 1, îëéèæ-
ïåãæïŽù õëãâèåãæï (êâĲæïéæâîæ x áŽ y-æïåãæï X-áŽê) öâïîñèáâĲŽ ñðëèëĲŽ

ρ
(
f(x), f(y)

) ≤ C · ρ(x, y).

14.11. x ûâîðæèï âûëáâĲŽ f : X → X ŽïŽýãæï ñúîŽãæ ûâîðæèæ åñçæ f(x) = x.

14.12. åâëîâéŽ. åñ X Žîæï ïîñèæ éâðîæçñèæ ïæãîùâ áŽ f çñéöãŽáæ ŽïŽýãŽŽ, éŽöæê
ŽîïâĲëĲï âîåŽáâîåæ x ∈ X îëéâèæù Žîæï f -æï ñúîŽãæ ûâîðæèæ.
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áŽéðçæùâĲŽ. þâî ãŽøãâêëå, îëé f ñûõãâðæŽ. éŽîåèŽù ßŽæêâï àŽêéŽîðâĲæå, åñçæ xn → x
â.æ. ρ(xn, x) → 0, éŽöæê ρ

(
f(xn), f(x)

) ≤ C · ρ(xn, x) → 0. éŽöŽïŽáŽéâ f(xn) → f(x) áŽ f
ñûõãâðæŽ.

âýèŽ Žãæôëå êâĲæïéæâîæ x0 ∈ X áŽ öâãŽáàæêëå îâçñîâêðñèæ ûâïæå àŽêéŽîðâĲñèæ éæé-
áâãîëĲŽ x1 = f(x0), xn = f(xn−1), n = 2, 3, . . .. ãŽøãâêëå, îëé xn æóêâĲŽ çëöæï éæéáâãîëĲŽ.
éŽîåèŽù, õëãâèæ êŽðñîŽèñîæ n-æïåãæï

ρ(xn+1, xn) = ρ
(
f(xn), f(xn−1)

) ≤ C · ρ(xn, xn−1)

áŽ åñ àŽãŽàîúâèâĲå Žé ñðëèëĲâĲæï àŽéëõâêâĲŽï, éæãæôâĲå

ρ(xn+1, xn) ≤ C · ρ(xn, xn−1) ≤ C2 · ρ(xn−1, xn−2) ≤ . . . ≤ Cn · ρ(x1, x0)

ãæêŽæáŽê C < 1, Žéæðëé
∑∞

j=1 Cj < ∞. â.æ. õëãâèæ áŽáâĲæåæ ε-åãæï ŽîïâĲëĲï êŽðñ-
îŽèñîæ N æïâåæ îëé ρ(x1, x0)

∑∞
j=N Cj < ε. éŽöæê åñ n > k > N àãâóêâĲŽ

ρ(xn, xk) ≤
n−1∑

j=k

ρ(xj+1, xj) ≤
n−1∑

j=k

Cj · ρ(x1, x0) ≤ ρ(x1, x0)
∞∑

j=N

Cj < ε.

ãæêŽæáŽê xn çëöæï éæéáâãîëĲŽŽ áŽ X ïîñèæŽ, ŽîïâĲëĲï x ∈ X æïâåæ îëé xn → x.
ŽéŽïåŽêŽãâ f(xn) = xn+1 → x áŽ f -æï ñûõãâðëĲæï àŽéë f(x) = x.

ñúîŽãæ ûâîðæèæï âîåŽáâîåëĲŽ éææôâĲŽ öâéáâàæ éïþâèëĲæáŽê: åñ f(x) = x áŽ f(y) = y,
éŽöæê

ρ(x, y) = ρ
(
f(x), f(y)

) ≤ C · ρ(x, y)

áŽ îŽýŽê C < 1, ρ(x, y) Žî öâæúèâĲŽ æõëï áŽáâĲæåæ, Žêñ ãôâĲñèëĲå ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

15. ûîòæãæ ïæãîùââĲæ

15.1. îëàëîù ãæùæå V Žîæï ûîòæãæ ïæãîùâ åñ éæï âèâéâêðâĲï öëîæï àãŽóãï öâçîâĲæïŽ áŽ
ïçŽèŽîäâ (îæùýãäâ) àŽéîŽãèâĲæï ëìâîŽùæâĲæ, îëéèâĲæù ŽçéŽõëòæèâĲâê ĲñêâĲîæã åãæïâĲâĲï
(ŽóïæëéâĲï). V -ï âèâéâêðâĲï ñûëáâĲâê ãâóðëîâĲï.

ûîòæãæ ïæãîùæï çèŽïæçñî éŽàŽèæåï ûŽîéëŽáàâêï Rn = {x : x = (x1, x2, . . . , xn), xj ∈
R, j = 1, 2, . . . , n}, öâçîâĲæïŽ áŽ ïçŽèŽîäâ àŽéîŽãèâĲæï ëìâîŽùæâĲæå

x =




x1
...

xn


 y =




y1
...

yn


 =⇒ x + y =




x1 + y1
...

xn + yn


 ; αx =




αx1
...

αxn


 .

15.2. V0 óãâïæéîŽãèâï, V0 ⊂ V , ßóãæŽ óãâïæãîùâ åñçæ æàæ øŽçâðæèæŽ V -öæ ŽîïâĲñèæ ëìâ-
îŽùæâĲæï éæéŽîå, â.æ. x, y ∈ V0 =⇒ x + y ∈ V0 áŽ αx ∈ V0.

éŽàŽèæåŽá {x ∈ Rn : x1 = 0} Žîæï Rn-æï óãâïæãîùâ.

15.3. îëàëîù ãæùæå, {v1,v2, . . . ,vn} ãâóðëîåŽ ïæïðâéŽï (vk ∈ V ) ßóãæŽ ûîòæãŽá áŽéë-
ñçæáâĲâèæ åñ

∑n
i=1 αivi = 0 éŽöæê áŽ éýëèëá éŽöæê, îëùŽ α1 = α2 = . . . = αn = 0.

{v1,v2, . . . ,vn} ïæïðâéŽ ûîòæãŽá áŽéëçæáâĲâèæŽ éŽöæê áŽ éýëèëá éŽöæê, îëùŽ âîå-âîåæ
éŽåàŽêæ öâæúèâĲŽ àŽéëæïŽýëï áŽêŽîøâêâĲæï ûîòæãæ çëéĲæêŽùææå. ûæêŽŽôéáâà öâéåýãâãŽöæ
ïæïðâéŽ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ. (æý. áŽãŽèâĲŽ 12.6)

15.4. {v1,v2, . . . ,vk} ïæïðâéæï ûîòæãæ àŽîïæ Span{v1,v2, . . . ,vk} âûëáâĲŽ Žé ãâóðë-
îåŽ õãâèŽ öâïŽúèë ûîòæã çëéĲæêŽùæŽåŽ ïæéîŽãèâï: Span{v1,v2, . . . ,vk} = {v ∈ V : v =∑k

j=1 αjvj, αj ïçŽèŽîâĲæŽ}.
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ïŽãŽîþæöë: Žøãâêâå, îëé Span{v1,v2, . . . ,vk} Žîæï V -ï óãâïæãîùâ.

15.5. öâàŽýïâêâĲå, îëé {v1,v2, . . . ,vn} ïæïðâéŽï ßóãæŽ V -ï ĲŽäæïæ, åñçæ {v1,v2, . . . ,vn}
ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ áŽ Span{v1,v2, . . . ,vn} = V .

éŽàŽèæåŽá e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . ., en = (0, 0, . . . , 1) ûŽîéëŽáàâêï
ïðŽêáŽîðñè ĲŽäæïï Rn-öæ. éŽîåèŽù (x1, x2, . . . , xn) = x1e1 + x2e2 + . . . + xnen.

15.6.èâéŽ (ĲŽäæïæï ëî êŽûæèŽá àŽýèâøæï öâïŽýâĲ): åñ {v1,v2, . . . ,vn} Žîæï V -ï ĲŽäæïæ
éŽöæê

Span{v1,v2, . . . ,vk} ∩ Span{vk+1,vk+2, . . . ,vn} = {0}
áŽéðçæùâĲŽ. åñ

∑k
j=1 αjvj =

∑n
j=k+1 αjvj éŽöæê

∑k
j=1 αjvj −

∑n
j=k+1 αjvj = 0 áŽ â.æ.

õãâèŽ αi çëâòæùæâêðæ Žîæï êñèæ ¤
15.7. åâëîâéŽ (ĲŽäæïöæ âèâéâêðâĲæï îŽëáâêëĲæï æêãŽîæŽêðëĲæï öâïŽýâĲ): åñ {v1,v2, . . . ,vn}

áŽ {w1,w2, . . . ,wm} ŽîæŽê V -ï ĲŽäæïâĲæ, éŽöæê n = m.

áŽéðçæùâĲŽ. áŽãñöãŽå ïŽûæêŽŽôéáâàë, îëé n 6= m áŽ äëàŽáëĲæï öâñäôñáŽãŽá ãæàñèæ-
ïýéëå, îëé n < m.

{v1,v2, . . . ,vn,w1} (15.1)

ïæïðâéŽ æóêâĲŽ áŽéëçæáâĲñèæ (îŽýŽê vi-âĲæ ĲŽäæïæŽ) áŽ

α1v1 + α2v2 + . . . αnvn + β1w1 = 0

ûŽîéëáàâêŽöæ õãâèŽ αj-âĲæ Žî æóêâĲŽ 0 (îŽýŽê wi-âĲæ ĲŽäæïæŽ). â.æ. îëéâèæôŽù vj ûŽîéë-
áàâĲŽ áŽêŽîøâêâĲæï ûîòæãæ çëéĲæêŽùææå (15.1) ïæïðâéŽöæ áŽ

V = Span{v1,v2, . . . ,vn,w1} = Span{v1,v2, . . . ,vj−1,vj+1, . . . ,vn,w1}.
âýèŽ àŽêãæýæèëå ïæïðâéŽ

{v1,v2, . . . ,vj−1,vj+1, . . . ,vn,w1,w2}
îëéâèæù çãèŽã æóêâĲŽ áŽéëçæáâĲñèæ áŽ äñïðŽá æéŽãâ éïþâèëĲæå ŽéëãŽàáëå Žé ïæïðâéæ-
áŽê âîå-âîåæ v. Žé ìîëùâáñîæï àŽàîúâèâĲæå éæãæôâĲå, îëé

Span{w1,w2, . . . ,wn} = V

îŽù êæöêŽãï, îëé wn+1,wn+2, . . . ,wm ãâóðëîâĲæ ŽôŽî öâæúèâĲŽ éæâéŽðëï ûîòæãŽá áŽéë-
ñçæáâĲèëĲæï öâêŽîøñêâĲæå. éŽöŽïŽáŽéâ øãâêæ áŽöãâĲŽ éùáŽîæŽ áŽ n = m. ¤

15.8. V ïæãîùæï ĲŽäæïöæ âèâéâêðâĲæï îŽëáâêëĲŽï (îëàëîù ãêŽýâå, æàæ æêãŽîæŽêðñèæŽ
ïýãŽáŽïýãŽ ĲŽäæïæï éæéŽîå) âûëáâĲŽ V -ï àŽêäëéæèâĲŽ, dim(V ). éŽàŽèæåŽá dim(Rn) = n.

15.9. èâéŽ (êâĲæïéæâîæ áŽéëñçæáâĲâèæ ïæïðâéæï ĲŽäæïŽéáâ öâãïâĲæï öâïŽýâĲ). åñ V =
{v1,v2, . . . ,vk} Žîæï ãâóðëîåŽ áŽéëñçæáâĲâèæ ïæïðâéŽ ïŽïîñèàŽêäëéæèâĲæŽêæ ûîòæãæ V
ïæãîùæáŽê, éŽöæê ŽîïâĲëĲï V -ï ĲŽäæïæ W = {v1,v2, . . . ,vk,w1,w2, . . . ,wm}, îëéâèæù
éëæùŽãï V ïæïðâéŽï.

áŽéðçæùâĲŽ. åñ Span(V) = V , éŽöæê W = V . ãåóãŽå w1 6∈ Span(V) áŽ àŽêãæýæèëå W1 =
{v1,v2, . . . ,vk,w1}. éŽöæê W1 æóêâĲŽ áŽéëñçæáâĲâèæ ïæïðâéŽ (Žøãâêâå!). åñçæ Span(W1) =
V , éŽöæê W = W1. åñ ŽîŽ, äñïðŽá ŽêŽèëàæñîŽá àŽãŽàîúâèâĲå ŽýŽèæ w-âĲæï úæâĲŽï.
ŽéàãŽîŽá éæãæôâĲå áŽéëñçæáâĲâè ãâóðëîåŽ øŽèŽàâĲñè ïæïðâéŽï V ⊂ W1 ⊂ W2 ⊂ . . . ⊂
Wn ⊂, ïŽáŽù card(Wn+1) = card(Wn) + 1. îŽýŽê V ïŽïîñèàŽêäëéæèâĲæŽêæŽ, àãâóêâĲŽ
card(Wn) ≤ dim(V ) (Žøãâêâå!). éŽöŽïŽáŽéâ W-âĲæï àŽãîùëĲæï ìîëùâáñîŽ ñïŽïîñèëá
ãâî àŽàîúâèáâĲŽ áŽ ëáâïéâ éæãæôâĲå Span(Wm) = V . éŽöŽïŽáŽéâ W æóêâĲŽ Wm. ¤
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15.10. åñ V ûîòæã ïæãîùâöæ éëæúâĲêâĲŽ ñïŽïîñèë îŽëáâêëĲŽ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâ-
Ĳâèæ ãâóðëîâĲæï {v1,v2,v3, . . .} (â.æ. êâĲæïéæâîæ ïŽïñèæ îŽëáâêëĲŽ Žé ãâóðëîâĲæï ûîòæ-
ãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ) éŽöæê V -ï âûëáâĲŽ ñïŽïîñèë àŽêäëéæèâĲæŽêæ.

15.11. åâëîâéŽ. C[0, 1] (ñûõãâð òñêóùæŽåŽ ïæãîùâ [0,1]-äâ) ñïŽïîñèë àŽêäëéæèâĲæŽêæŽ.
áŽéðçæùâĲŽ. ãŽøãâêëå, îëé ìëèæêëéâĲæ Pk(x) = xk, k = 0, 1, 2, . . ., (ùýŽáæŽ éŽåæ îŽëáâ-

êëĲŽ ñïŽïîñèëŽ) ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ. éŽîåèŽù, åñçæ Žé ìëèæêëéâĲæï îŽæéâ ïŽïîñèæ
óãâïæïðâéŽ ûîòæãŽá áŽéëçæáâĲñèæŽ, éŽöæê æŽîïâĲâĲï æïâåæ n, îëé xn æóêâĲŽ x0, x1, . . . , xn−1

ìëèæêëéâĲæï ûîòæãæ çëéĲæêŽùæŽ, xn =
∑n−1

j=1 αjx
j. éŽöæê P (x) = xn − ∑n−1

j=1 αjx
j æóêâĲŽ

æàæãñîŽá 0, îŽù öâñúèâĲâèæŽ îŽáàŽê P Žîæï n-ñîæ îæàæï ìëèæêëéæ áŽ éŽï Žî öâæúèâĲŽ
ßóëêáâï n-äâ éâðæ òâïãæ.

15.12. ãåóãŽå V áŽ W ëîæ ûîòæãæ ïæãîùâŽ. f : V → W ŽïŽýãŽï âûëáâĲŽ ûîòæãæ åñçæ

1) f(x + y) = f(x) + f(y);

2) f(αx) = αf(x).

éŽàŽèæåŽá, éëùâéñèæ n× k éŽðîæùæïåãæï

f(x) =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · ·
ak1 ak2 · · · akn


 ·




x1

x2
...

xn




ðëèëĲæå àŽêïŽäôãîñèæ ŽïŽýãŽ f : Rn → Rk Žîæï ûîòæãæ. ìæîæóæå, õëãâè ûîòæã ŽïŽýãŽï
Rn-áŽê Rk-öæ öâàãæúèæŽ öâãñïŽĲŽéëå éŽðîæùæ

A = Af =







...
f(e1)

...







...
f(e2)

...


 · · ·




...
f(en)

...





 ,

îëéèæïåãæïŽù àãâóêâĲŽ
f(x) = A · x .

éŽîåèŽù, åñçæ x = (α1, α2, . . . , αn)T =
∑n

i=1 αiei, éŽöæê

f(x) = f

(
n∑

i=1

αiei

)
=

n∑
i=1

αif (ei) = α1




...
f(e1)

...


+α2




...
f(e2)

...


+ · · ·+αn




...
f(en)

...


 = Af ·x

â.æ. ûîòæãæ ŽïŽýãâĲæ Rn-áŽê Rk-öæ öâàãæúèæŽ àŽãŽæàæãëå n× k éŽðîæùâĲåŽê.

15.13. åñ f : V → W ûîòæãæ ŽïŽýãŽŽ, éŽöæê

1) Ker(f) = {x ∈ V : f(x) = 0} = f−1(0) (àñèæ)
2) Im(f) = {y ∈ W : ŽîïâĲëĲï æïâåæ x ∈ V, îëé f(x) = y} (ŽêŽïŽýæ)

15.14. åâëîâéŽ. Ker(f) áŽ Im(f) óãâïæãîùââĲæŽ öâïŽĲŽéæïŽá, V -ïŽ áŽ W -ïæ.
áŽéðçæùâĲŽ. Ž) åñ x, y ∈ Ker(f), â.æ. åñ f(x) = 0 áŽ f(y) = 0, éŽöæê f(x + y) =

f(x) + f(y) = 0 + 0 = 0 áŽ f(αx) = α · f(x) = α · 0 = 0. Žêñ x + y ∈ Ker(f) áŽ
αx ∈ Ker(f).
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Ĳ) åñ u, v ∈ Im(f), â.æ. åñ f(x) = u áŽ f(y) = v, éŽöæê u + v = f(x) + f(y) = f(x + y)
áŽ αu = α · f(x) = f(αx) Žêñ u + v ∈ Im(f) áŽ αu ∈ Im(f).

15.15. åâëîâéŽ. dim(Ker f) + dim(Im f) = dim(V )

áŽéðçæùâĲŽ. ãåóãŽå u1, u2, . . . , un Žîæï Ker f -æï ĲŽäæïæ. öâãŽãïëå æàæ V -æï ĲŽäæïŽéáâ (æý.
èâééŽ 15.9) u1, u2, . . . , un,v1,v2, . . . ,vm. ùýŽáæŽ dim(Ker f) = n áŽ dim(V ) = n + m.
ãŽøãâêëå, îëé f(v1), f(v2), . . . , f(vm) Žîæï Im f -æï ĲŽäæïæ, îæåŽù åâëîâéŽ áŽéðçæùâĲñèæ
æóêâĲŽ. éŽîåèŽù,

Ker f ∩ Span{v1,v2, . . . ,vm} = Span{u1, u2, . . . , un} ∩ Span{v1,v2, . . . ,vm} = {0},
(æý. èâééŽ 15.6) îæï àŽéëù

∑m
i=1 βivi ∈ Ker f ⇒ ∑m

i=1 βivi = 0 ⇒ β1 = β2 = . . . = βm = 0.
â.æ.

∑m
i=1 βif(vi) = 0 ⇒ f (

∑m
i=1 βivi) = 0 ⇒ ∑m

i=1 βivi ∈ Ker f ⇒ β1 = β2 = . . . =
βm = 0 áŽ f(v1), f(v2), . . . , f(vm) ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ. ŽéŽïåŽêŽãâ, åñ y ∈ Im f
áŽ f(x) = y, éŽöæê y = f(x) =

∑m
i=1 αif(vi) ïŽáŽù x =

∑n
i=1 αiui +

∑m
i=1 γivi. â.æ.

Span{f(v1), f(v2), . . . , f(vm)} = Im f ¤

15.16. ûîòæã àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽï




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
...

...
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

(15.2)

öâàãæúèæŽ öâãýâáëå îëàëîù òñêóùæŽèñî àŽêðëèâĲŽï

f(x) = b

ïŽáŽù f Žîæï (15.2)-æï çëâòæùæâêðåŽ éŽðîæùæï öâïŽĲŽéæïæ ûîòæãæ ŽïŽýãŽ Rn-áŽê Rn-öæ
(æý. 15.12) b = (b1, b2, . . . , bn)T áŽ x ∈ Rn ïŽúæâĲâèæ ãâóðëîæŽ.

15.17. àŽêéŽîðâĲŽ ûîòæã àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽï




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0
...

...
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = 0

(15.3)

ßóãæŽ (15.2)-æï öâïŽĲŽéæïæ âîåàãŽîëãŽêæ àŽêðëèâĲŽ. éæïæ ŽéëêŽýïêâĲæï ïæéîŽãèâ àãŽúèâãï
Ker f -ï.

15.18. åâëîâéŽ (ûîòæã àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéæï ŽéëêŽýïêåŽ çèŽïæòæçŽùææï öâïŽýâĲ). Ž)
åñ (15.3)-ï Žóãï éýëèëá ðîæãæŽèñîæ ŽéëýïêŽ x = (0, 0, . . . , 0) (â.æ. Ker f = {0} ) éŽöæê
(15.2)-ï Žóãï âîåŽáâîåæ ŽéëêŽýïêæ õëãâèæ éŽîþãâêŽ éýŽîæïŽåãæï (b ∈ Rn).

Ĳ) åñ (15.3)-ï Žóãï ŽîŽðîæãæŽèñîæ ŽéëýïêŽ (â.æ. Ker f 6= {0} éŽöæê (15.2)-ï ŽîŽ Žóãï
ŽéëýïêŽ äëàæâîåæ b-åãæï.

à) åñ x0 ∈ Rn Žîæï (15.2)-æï îŽæéâ ŽéëêŽýïêæ, éŽöæê x0 + Ker f = {x0 + x : x ∈ Ker f}
Žîæï (15.2)-æï ŽéëêŽýïêåŽ ïæéîŽãèâ.



33

áŽéðçæùâĲŽ. ãæêŽæáŽê dim(Ker f) = 0, åâëîâéŽ 15.15-æï úŽèæå dim(Im f) = n. n àŽê-
äëéæèâĲæŽê ïæãîùâöæ âîåŽáâîåæ n àŽêäëéæèâĲæŽêæ óãâïæãîùâŽ. éŽöŽïŽáŽéâ Im f = Rn áŽ
õëãâèæ b-åãæï Rn-áŽê ŽîïâĲëĲï æïâåæ x ∈ Rn, îëé f(x) = b.

åñ f(x) = f(y), éŽöæê f(x− y) = 0 ⇒ x− y ∈ Ker f ⇒ x− y = 0 ⇒ x = y, ïŽæáŽêŽù
àŽéëéáæêŽîâëĲï ŽéëêŽýïêæï âîåŽáâîåëĲŽ.

Ĳ) åñ dim(Ker f) > 0, éŽöæê dim(Im f) < n Žêñ Im f 6= Rn áŽ õëãâèæ b-åãæï Rn\Im f -
áŽê (15.2)-ï Žî âóêâĲŽ ŽéëýïêŽ.

à) f(x) = b ⇔ f(x) = f(x0) ⇔ f(x− x0) = 0 ⇔ x− x0 ∈ Ker f ⇔ x ∈ x0 + Ker f ¤

15.19. àŽêéŽîðâĲŽ. åñ V ïŽïîñèàŽêëéæèâĲæŽêæ ûîòæãæ ïæãîùâŽ ûîòæãæ ŽïŽýãâĲæï ïæéîŽã-
èâï V -áŽê R-öæ ßóãæŽ V -ï öâñôèâĲñèæ ïæãîùâ, V ∗. ëìâîŽùæâĲæ V ∗-öæ öâéëáæï ĲñêâĲîæãŽá,
îëàëîù òñêóùæâĲäâ.

15.20. åâëîâéŽ åñ v1,v2, . . . ,vn Žîæï V -ï ĲŽäæïæ, éŽöæê v∗1,v
∗
2, . . . ,v

∗
n àŽêïŽäôãîñèæ

ðëèëĲæå v∗i (vj) = δij ûŽîéëŽáàâêï V ∗-ï ĲŽäæïï.
áŽéðçæùâĲŽ.

∑n
i=1 αiv

∗
i = 0 ⇔ ∑n

i=1 αiv
∗
i (vj) = 0, j = 1, 2, . . . , n,⇔ αj = 0, j =

1, 2, . . . , n,. éŽöŽïŽáŽéâ, v∗1,v
∗
2, . . . ,v

∗
n ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ.

ŽéŽïåŽêŽãâ åñ f ∈ V ∗, éŽöæê f =
∑n

i=1 f(vi)v
∗
i . éŽîåèŽù,

.
( ∑n

i=1 f(vi)v
∗
i

)
(vj) =

∑n
i=1 f(vi)v

∗
i (vj) = f(vj), j = 1, 2, . . . , n,

áŽ åñçæ ëîæ ûîòæãæ ŽïŽýãŽ âéåýãâãŽ ĲŽäæïæï âèâéâêðâĲäâ, æïâêæ õãâèàŽê áŽâéåýãâãŽ.

16. ßæèĲâîðæï ïæãîùââĲæ

16.1. H æõëï ûîòæãæ ïæãîùâ, áŽ éæï ãâóðëîâĲï öëîæï öâéëãæðŽêëå ïçŽèŽîñèæ êŽéîŽãèæ
〈x, y〉, x, y ∈ H, îëéâèæù ŽçéŽõëòæèâĲï öâéáâà åãæïâĲâĲï:

Ž) 〈x, y〉 = 〈y, x〉;
Ĳ) 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉;
à) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉
á) 〈x, x〉 ≥ 0 õëãâèæ x-æïåãæï H-áŽê, áŽ 〈x, x〉 = 0 éŽöæê áŽ éýëèëá éŽöæê îëùŽ x = 0.

16.2. èâéŽ. 〈0, x〉 = 0 õëãâèæ x-æïåãæï H-áŽê.
áŽéðçæùâĲŽ. 〈0, x〉+ 〈x, x〉 = 〈0 + x, x〉 = 〈x, x〉, â.æ. 〈0, x〉 = 0.

16.3. H ïæãîùâöæ êëîéŽ àŽêæéŽîðâĲŽ öâéáâàæ ðëèëĲæå:

‖x‖ =
√
〈x, x〉. (16.1)

á) åãæïâĲæï úŽèæå ‖x‖ Žîæï õëãâèåãæï áŽáâĲæåæ åñ x 6= 0 áŽ ‖0‖ = 0.

16.4. èâéŽ. ‖αx‖ = |α|‖x‖
áŽéðçæùâĲŽ. ‖αx‖ =

√
〈αx, αx〉 =

√
α2〈x, x〉 = |α|

√
〈x, x〉 = |α|‖x‖

16.5. åâëîâéŽ (çëöæ-öãŽîùæï ñðëèëĲŽ). õëãâèæ x, y ãâóðëâĲæïåãæï H-áŽê

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖. (16.2)

áŽéðçæùâĲŽ: êëîéæï àŽêéŽîðâĲæïŽ áŽ ïçŽèŽîñèæ êŽéîŽãèæï åãæïâĲâĲæï úŽèæå

0 ≤ ‖x− αy‖2 = 〈x− αy, x− αy〉 = 〈x, x〉 − 2α〈x, y〉+ α2〈y, y〉.
éŽöŽïŽáŽéâ, õãâèŽ α-åãæï R-áŽê, 0 ≤ ‖x‖2−2α〈x, y〉+α2‖y‖2 áŽ åñ Žé ñçŽêŽïçêâè àŽéëïŽýñ-
èâĲŽï öâãýâáŽãå îëàëîù çãŽáîŽðñè ïŽéûâãîï α-ï éæéŽîå, éæïæ áæïçîæéæêŽêðæï éâëåýâáæ(

b
4

)2 − ac = 〈x, y〉2 − ‖x‖2‖y‖2 ≤ 0 îŽù ðëèòŽïæŽ (2)-æï.
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16.6. åâëîâéŽ (ïŽéçñåýâáæï ñðëèëĲŽ). ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
áŽéðçæùâĲŽ. (1) ðëèëĲæïŽ áŽ (2) ñðëèëĲæï úŽèæå, ‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+

2〈x, y〉+ 〈y, y〉 ≤ ‖x‖2 + 2|〈x, y〉|+ ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2.

16.7. åâëîâéŽ (ìŽîŽèâèëàîŽéæï ûâïæ). ‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 .
áŽéðçæùâĲŽ øŽðŽîáâĲŽ æïâåæãâ àŽîáŽóéêâĲæå, îëàëîù ûæêŽ åâëîâéŽöæ.

16.8. H ûîòæã ïæãîùâï éŽïäâ àŽêéŽîðâĲñèæ ïçŽèŽîñèæ êŽéîŽãèæå, îëéâèæù Žîæï ïîñèæ
ρ(x, y) = ‖x − y‖ éâðîæçæï éæéŽîå (Žøãâêâå, îëé Žé ðëèëĲæå àŽêïŽäôãîñèæ ρ æóêâĲŽ
éâðîæçŽ) âûëáâĲŽ ßæèĲâîðæï ïæãîùâ.

ßæèĲâîðæï ïæãîùââĲæï éŽàŽèæåâĲæ:
Ž) Rn = {(x1, x2, . . . , xn) : xj ∈ R, j = 1, 2, . . . , n}, ïçŽèŽîñèæ êŽéîŽãèæå

〈x,y〉 =
n∑

j=1

xjyj , ïŽáŽù x = (x1, x2, . . . , xn) áŽ y = (y1, y2, . . . , yn).

Ĳ) l2 = {(x1, x2, x3, . . .) :
∑∞

j=1 |xj|2 < ∞}, ïçŽèŽîñèæ êŽéîŽãèæå 〈x,y〉 =
∑∞

j=1 xjyj.

à) L2(a, b) = {f :
∫ b

a
|f |2 dm < ∞} ïçŽèŽîñèæ êŽéîŽãèæå

〈f, g〉 =

∫ b

a

fg dm (16.3)

16.9. åâëîâéŽ (ïçŽèŽîñèæ êŽéîŽãèæï ñûõãâðëĲæï öâïŽýâĲ). êâĲæïéæâîæ òæóïæîâĲñèæ y-
åãæï H-áŽê, ŽïŽýãŽ x −→ 〈x, y〉 Žîæï ñûõãâðæ H-äâ.

áŽéðçæùâĲŽ. çëöæ-öãŽîùæï ñðëèëĲæï úŽèæå

|〈xn, y〉 − 〈x, y〉| = |〈xn − x, y〉| ≤ ‖xn − x‖ · ‖y‖ ,

ïŽæáŽêŽù àŽéëéáæêŽîâëĲï îëé åñçæ ‖xn − x‖ → 0, éŽöæê 〈xn, y〉 → 〈x, y〉. î.á.à.

16.10. ûîòæã ñûõãâð ŽïŽýãŽï H-áŽê R-öæ âûëáâĲŽ òñêóùæëêŽèæ. ãæêŽæáŽê x −→ 〈x, y〉
ŽïŽýãŽ Žîæï ûîòæãæù (òæóïæîâĲñèæ y-æïåãæï, 16.9 åâëîâéŽ àãâñĲêâĲŽ, îëé æï Žîæù òñêóùæ-
ëêŽèæ. öâæúèâĲŽ æéæï øãâêâĲŽù, îëé õëãâè òñêóùæëêŽèï ßæèĲâîðæï ïæãîùâöæ ŽéàãŽîæ ïŽýâ
Žóãï.

16.11. åâëîâéŽ (êëîéæï ñûõãâðëĲæï öâïŽýâĲ). ŽïŽýãŽ x → ‖x‖ ñûõãâðæŽ.
áŽéðçæùâĲŽ. ïŽéçñåýâáæï ñðëèëĲæáŽê àŽéëéáæêŽîâ

∣∣‖xn‖ − ‖x‖
∣∣ ≤ ‖xn − x‖, ïŽæáŽêŽù

ãôâĲñèëĲå îëé åñ xn → x (â.æ. ‖xn − x‖ → 0), éŽöæê ‖xn‖ → ‖x‖. î.á.à.

16.12. åñ 〈x, y〉 = 0, ãæðõãæå îëé x ëîåëàëêŽèñîæŽ y-æï áŽ øŽãûâîå x ⊥ y. ùýŽáæŽ
x ⊥ y ⇔ y ⊥ x.

16.13. {u1, u2, . . . , } ãâóðëîåŽ ïæéîŽãèâï H ßæèĲâîðæï ïæãîùâöæ ßóãæŽ ëîåëàëêŽèñîæ ïæðâéŽ
åñçæ ui ⊥ uj, îëùŽ i 6= j. ëîåëàëêŽèñî ïæïðâéŽï ßóãæŽ ëîåëêëîéæîâĲñèæ åñçæ áŽéŽðâ-

Ĳæå ‖ui‖ = 1, n = 1, 2, . . ..

16.14. åâëîâéŽ (ëîåëêëîéæîâĲñèæ ĲŽäæïæï öâïŽýâĲ). åñçæ u1, u2, . . ., un êâĲæïéæâîæ
ëîåëêëîéæîâĲñèæ ïæïðâéŽŽ n àŽêäëéæèâĲæŽê ßæèĲâîðæï H ïæãîùâöæ, dim(H) = n, éŽöæê
êâĲæïéæâîæ x-åãæï H-áŽê

x =
n∑

k=1

〈x,uk〉 · uk . (16.4)
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áŽéðçæùâĲŽ. þâî ãŽøãâêëå, îëé ãâóðëîâĲæ u1, u2, . . ., un ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ.
éŽîåèŽù, åñçæ

α1u1 + α2u2 + . . . + αnun = 0,

éŽöæê õëãâèæ j-åãæï, j = 1, 2, . . . , n, àãâóêâĲŽ

0 = 〈α1u1 + α2u2 + . . . + αnun,uj〉 =
n∑

k=1

αk〈uk , uj〉 = αj

îŽù àñèæïýéëĲï ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲèëĲŽï.
ãæáæáŽê H Žîæï n àŽêäëéæèâĲæŽêæ ûîòæãæ ïæãîùâ, õëãâèæ n ùŽèæ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâ-

Ĳâèæ ãâóðëîæ ûŽîéëŽáàâêï H-æï ĲŽäæïï. éŽöŽïŽáŽéâ, õëãâèæ x ∈ H öâæúèâĲŽ ûŽîéëáàâï
îëàëîù u1, u2, . . ., un ãâóðëîåŽ ûîòæãæ çëéĲæêŽùæŽ,

x =
n∑

k=1

βk · uk .

çæáâã âîåýâè åñ àŽéëãæõâêâĲå ëîåëêëîéæîâĲñèëĲŽï, éæãæôâĲå

〈x,uk〉 =
〈∑n

j=1
βj · uj , uk

〉
=

n∑
j=1

βj 〈uj , uk〉 = βk

îŽù ŽéðçæùâĲï (4)-ï.

16.15. åâëîâéŽ (Ĳâïâèæï ñðëèëĲŽ). ãåóãŽå {u1, u2, . . . , } êâĲæïéæâîæ ëîåëêëîéæîâĲñèæ
ïæïðâéŽŽ H ßæèĲâîðæï ïæãîùâöæ áŽ x ∈ H. éŽöæê

‖x‖2 ≥
∞∑
i=1

|〈x, ui〉|2. (16.5)

áŽéðçæùâĲŽ: êâĲæïéæâîæ ïŽïîñèæ n-æïåãæï, ëîåëêëîéæîâĲñèëĲæï àŽåãŽèæïûæêâĲæå àãŽóãï

0 ≤
∥∥∥∥∥x−

n∑
j=1

〈x, uj〉uj

∥∥∥∥∥

2

=

〈
x−

n∑
j=1

〈x, uj〉uj, x−
n∑

j=1

〈x, uj〉uj

〉
=

〈x, x〉 −
n∑

j=1

〈x, uj〉〈x, uj〉 −
n∑

j=1

〈x, uj〉〈uj, x〉+
n∑

j=1

〈x, uj〉〈x, uj〉 = ‖x‖2 −
n∑

j=1

〈x, uj〉2

éŽöŽïŽáŽéâ öâïîñèáâĲŽ (5) ñðëèëĲŽ.

16.16. åâëîâéŽ (ïŽñçâåâïë éæŽýèëâĲæï öâïŽýâĲ). ãåóãŽå {u1, u2, . . . , un} êâĲæïéæâîæ ëî-
åëêëîéæîâĲñèæ ïæïðâéŽŽ H ßæèĲâîðæï ïæãîùâöæ áŽ x ∈ H. éŽöæê

inf
α1,α2,...,αn

‖x−
n∑

j=1

αjuj‖ (16.6)

éææôûâãŽ éŽöæê îëùŽ αj = cj := 〈x, uj〉, j = 1, 2, . . . , n.

áŽéðçæùâĲŽ: ‖x−∑n
j=1 αjuj‖2 =

〈
x−∑n

j=1 αjuj , x−∑n
j=1 αjuj

〉
= 〈x, x〉 −

2
〈
x,

∑n
j=1 αjuj

〉
+

〈∑n
j=1 αjuj ,

∑n
j=1 αjuj

〉
= ‖x‖2 − 2

∑n
j=1 αj 〈x , uj〉 +

∑n
j=1 α2

j =

‖x‖2 − 2
∑n

j=1 αjcj +
∑n

j=1 α2
j = ‖x‖2 −∑n

j=1 c2
j +

∑n
j=1(αj − cj)

2.
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ùýŽáæŽ, ñçŽêŽïçêâèæ àŽéëïŽýñèâĲŽ éæêæéñéï Žôûâãï îëùŽ αj = cj, j = 1, 2, . . . , n.

öâãêæöêëå, îëé ‖x−∑n
j=1 cjuj‖ = ‖x‖2 −∑n

j=1 c2
j . ŽéŽïåŽêŽãâ x−∑n

j=1 cjuj ëîåëàë-
êëèñîæŽ åæåëâñèæ uj-æï, îŽáàŽê 〈x−∑n

i=1 ciui, uj〉 = 〈x, uj〉− cj = 0, Žêñ x−∑n
j=1 cjuj

ëîåëàëêŽèñîæŽ Span{u1, u2, . . . , un}-æï áŽ
∑n

j=1 cjuj Žîæï x-æï ëîåëàëêŽèñîæ ìîëâó-
ùæŽ {u1, u2, . . . , un} ãâóðëîâĲäâ éëüæéñè ïæãîùâäâ.

16.17. L2[0, 2π] ïæãîùâöæ çèŽïæçñî ëîåëêëîéæîâĲñè ïæïðâéŽï ( 1√
π

éñáéæãæï ïæäñïðæå)
ûŽîéëŽáàâêï ðîæàëêëéâðîæñè òñêóùæŽåŽ ïæïðâéŽ, Žêñ òñêóùæŽåŽ öâéáâàæ éæéáâãîëĲŽ

1√
2

, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x, . . . (16.7)

(Žøãâêâå, îëé âï ïæïðâéŽ ëîåëêëîéæîâĲñèæŽ (3) ïçŽèŽîñèæ êŽéîŽãèæï éæéŽîå!). åñ f ∈
L2[0, 2π], éŽöæê æêðâàîŽèâĲï (ïçŽèŽîñè êŽéîŽãèâĲï)

a0 =
1√
2π

∫ 2π

0

f dm, an =
1√
π

∫ 2π

0

f(x) cos nx dm, bn =
1√
π

∫ 2π

0

f(x) sin nx dm

ßóãæŽå f -æï òñîæâï çëâòæùæâêðâĲæ (6) ïæïðâéæï éæéŽîå áŽ öâæúèâĲŽ áŽéðçæùáâï, îëé

f(x) =
a0√
2π

+
∞∑

n=1

(an cos nx + bn sin nx)

L2 êëîéæå çîâĲŽáëĲæï Žäîæå.

17. ĲŽêŽýæï ïæãîùââĲæ

17.1. ûîòæãæ êëîéæîâĲñèæ ïæãîùâ âûëáâĲŽ ûîòæã ïæãîùâï V îëéâèöæù õëãâèæ x ãâó-

ðëîæïåãæï, x ∈ V , àŽêéŽîðâĲñèæ àãŽóãï êëîéŽ ‖x‖, öâéáâàæ åãæïâĲâĲæå:
Ž) ‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 éŽöæê áŽ éýëèëá éŽöæê îëùŽ x = 0;
Ĳ) ‖αx‖ = |α| · ‖x‖; à) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖
17.2. åñ ûîòæã êëîéæîâĲñè ïæãîùâöæ éŽêúæèï àŽêãéŽîðŽãå ðëèëĲæå

ρ(x, y) = ‖x− y‖ (17.1)

éŽöæê ρ áŽŽçéŽõëòæèâĲï 14.1 (1-3) ìæîëĲâĲï, Žêñ ûîòæãæ êëîéæîâĲñèæ ïæãîùâ æóêâĲŽ éâðîæ-
çñèæ ïæãîùâù. éŽîåèŽù, (1-2) ìæîëĲâĲæ éâðŽá æëèŽá éëûéáâĲŽ áŽ ïŽéçñåýâáæï ñðëèëĲŽù
öâïîñèáâĲŽ îŽáàŽê: ρ(x, z) = ‖x−z‖ = ‖x−y+y−z‖ ≤ ‖x−y‖+‖y−z‖ ≤ ρ(x, y)+ρ(y, z).

17.3. ûîòæã êëîéæîâĲñè ïæãîùâï B, îëéâèæù Žîæï ïîñèæ (1) éâðîæçæï éæéŽîå âûëáâĲŽ
ĲŽêŽýæï ïæãîùâ.

17.4. ĲŽêŽýæï ïæãîùââĲæï çèŽïæçñîæ éŽàŽèæåâĲæŽ:
Ž) [a, b]-äâ àŽêïŽäôãîñè ñûõãâð òñêóùæŽåŽ ïæãîùâ C[a, b], êëîéæå ‖f‖c = maxx∈[a,b] |f(x)|
Ĳ) èâĲâàæï ïæãîùââĲæ Lp[a, b], p ≥ 1, (æý.12.2) êëîéæå ‖f‖p =

(∫ b

a
|f |p dm

) 1
p
. ïŽéçñåýâáæï

ñðëèëĲŽ öâïîñèâĲñèæŽ Žé ïæãùâöæ éæêçëãïçæï ñðëèëĲæï àŽéë (æý. 2.4).
à) õëãâèæ ßæèĲâîðæï ïæãîùâ Žïâãâ Žîæï ĲŽêŽýæï ïæãîùâù.

17.5. ĲŽêŽýæï ïæãîùæï M óãâïæéîŽãèâï âûëáâĲŽ Žéëäêâóæèæ ïæéîŽãèâ åñçæ

x, y ∈ M =⇒ λx + (1− λ)y ∈ M, ∀λ ∈ [0, 1].
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17.6. åñ M Žéëäêâóæèæ ïæéîŽãèâŽ, éŽöæê éæïæ ðîŽêïèæŽùæŽ a + M = {a + x : x ∈ M}
Žïâãâ ŽéëäêâóæèæŽ.

áŽéðçæùâĲŽ. åñ x1, y1 ∈ a + M , Žêñ x1 = a + x áŽ y1 = a + y ïŽáŽù x, y ∈ M , éŽöæê
λx1+(1−λ)y1 = λ(a+x)+(1−λ)(a+y) = λa+λx+(1−λ)a+(1−λ)y = a+λx+(1−λ)y
áŽ îŽáàŽê λx + (1− λ)y ∈ M , Žéæðëé λx1 + (1− λ)y1 ∈ a + M . î.á.à.

17.7. åâëîâéŽ. åñ Br = {x ∈ B : ‖x‖ ≤ r}, éŽöæê Br ŽéëäêâóæèæŽ.
áŽéðçæùâĲŽ. x, y ∈ Br =⇒ ‖x‖ ≤ r áŽ ‖y‖ ≤ r =⇒ ‖λx+(1−λ)y‖ ≤ ‖λx‖+‖(1−λ)y‖ =

λ‖x‖+ (1− λ)‖y‖ ≤ λr + (1− λ)r = r, Žêñ λx + (1− λ)y ∈ Br. î.á.à.

17.8. öâàŽýïâêâĲå, îëé ûîòæã (æý. 15.8) ñûõãâð ŽïŽýãŽï B ĲŽêŽýæï ïæãîùæáŽê R-öæ ßóãæŽ
òñêóùæëêŽèæ. õãâèŽ òñêóùæëêŽèâĲæï ïæéîŽãèâï ßóãæŽ B-ï öâñôèâĲñèæ ïæãîùâ áŽ Žôæêæö-
êâĲŽ B∗-æå.

17.9. åâëîâéŽ. ŽïŽýãŽ L : C[a, b] → R àŽêïŽäôãîñèæ ðëèëĲæå

L(f) =

∫ b

a

f(x) dx

Žîæï òñêóùæëêŽèæ.
áŽéðçæùâĲŽ. æêðâàîŽèæï åãæïâĲâĲæï àŽéë, ùýŽáæŽ L ûîòæãæ ŽïŽýãŽŽ. ñêáŽ ãŽøãâêëå ñûõ-

ãâðëĲŽ. éŽîåèŽù åñ ‖fn − f‖c → 0 éŽöæê |L(fn)− L(f)| = |L(
fn − f

)| =
| ∫ b

a
(fn − f)(x) dx| ≤ supx∈[a,b] |fn(x) − f(x)| · (b − a) = ‖fn − f‖C · (b − a) → 0 Žêñ

L(fn) → L(f) áŽ L ñûõãâðæŽ.

17.10. åâëîâéŽ. ãåóãŽå p > 1 áŽ ŽïŽýãŽ L : Lp[a, b] → R àŽêïŽäôãîñèæŽ ðëèëĲæå

L(f) =

∫ b

a

fg dm

ïŽáŽù g îŽæéâ òñêóùæŽŽ Lq[a, b]-áŽê, 1
p

+ 1
q

= 1. éŽöæê L òñêóùæëêŽèæŽ. (éŽöŽïŽáŽéâ, (2)
ðëèëĲæï àŽåãŽèæïûæêâĲæå Lq ⊂ (Lp)

∗. öâæúèâĲŽ æéæï øãâêâĲŽù, îëé (Lp)
∗ = Lq )

áŽéðçæùâĲŽ. èâĲâàæï æêðâàîŽèæï åãæïâĲâĲæï àŽéë ûîòæãëĲŽ ŽóŽù ùýŽáæŽ. ñûõãâðëĲŽ
àŽéëéáæêŽîâëĲï ßâèáâîæï ñðëèëĲæáŽê (æý. 2.1): åñ ‖fn−f‖p → 0 éŽöæê |L(fn)−L(f)| =
|L(

fn − f
)| = | ∫ b

a
(fn − f)g dm| ≤ ‖fn − f‖p‖g‖q → 0 Žêñ L(fn) → L(f) áŽ L ñûõãâðæŽ.

17.11. ûîòæã ŽïŽýãŽï F : B1 → B2 âîåæ ĲŽêŽýæï ïæãîùæáŽê éâëîâöæ âûëáâĲŽ öâéëïŽäôãîñèæ,

åñçæ ŽîïâĲëĲï C < ∞ æïâåæ, îëé ∀x-åãæï B1-áŽê ïŽéŽîåèæŽêæŽ ñðëèëĲŽ ‖F (x)‖B2 ≤
C‖x‖B1 .

17.12. ûîòæã ñûõãâð ŽïŽýãŽï F : B1 → B2 âîåæ ĲŽêŽýæï ïæãîùæáŽê éâëîâöæ âûëáâĲŽ
ëìâîŽðëîæ.

17.13. åâëîâéŽ. õëãâèæ öâéëïŽäôãîñèæ ûîòæãæ ŽïŽýãŽ F : B1 → B2 Žîæï ñûõãâðæ Žêñ
Žîæï ëìâîŽðëîæ.

áŽéðçæùâĲŽ. åñ ‖xn − x‖B1 → 0 éŽöæê ‖F (xn)− F (x)‖B2 = ‖F (xn − x)‖B2 ≤
C · ‖xn − x‖B1 → 0 Žêñ xn → x =⇒ F (xn) → F (x) áŽ F ñûõãâðæŽ.

17.14. åâëîâéŽ. åñ F : B1 → B2 ûîòæãæ ŽïŽýãŽ ñûõãâðæŽ 0-öæ, éŽöæê æï ñûõãâðæŽ éåâè
ïæãîùâäâ, Žêñ ëìâîŽðëîæŽ.

áŽéðçæùâĲŽ. åñ xn → x éŽöæê ‖xn − x‖ → 0. éŽöŽïŽáŽéâ F -æï 0-öæ ñûõãâðëĲæï àŽéë
F (xn−x) → 0. â.æ. F (xn)−F (x) → 0 áŽ F (xn) → F (x). éŽöŽïŽáŽéâ F ñûõãâðæŽ åæåëâñè
x ûâîðæèöæ.
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17.15. F : B1 → B2 ëìâîŽðëîææï êëîéŽ àŽêæéŽîðâĲŽ ðëèëĲæå:

‖F‖ = sup
x∈B1

‖F (x)‖B2

‖x‖B1

. (17.2)

öâæúèâĲŽ æéæï øãâêâĲŽ, îëé õãâèŽ ëìâîŽðëîâĲæï ïæéîŽãèâ (2) êëîéæå åãæåëê ûŽîéëŽáàâêï
ĲŽêŽýæï ïæãîùâï.

17.16. xn, n = 1, 2, . . . , B ĲŽêŽýæï ïæãîùæï âèâéâêðåŽ éæéáâãîëĲŽï âûëáâĲŽ ïñïðŽá çîâĲŽáæ

åñçæ F (xn) → F (x) õëãâèæ F -æïåãæï B∗-áŽê.
17.17. åâëîâéŽ. åñ xn çîâĲŽáæŽ x-æïçâê, éŽöæê æï ïñïðŽá çîâĲŽáæùŽŽ.
áŽéðçæùâĲŽ. ãæêŽæáŽê F B∗-áŽê Žîæï ñûõãâðæ, Žéæðëé (3) ñðëèëĲæï àŽéëõâêâĲæå

‖F (xn)− F (x)‖ = ‖(F (xn − x)‖ ≤ ‖F‖ · ‖xn − x‖ → 0.

éŽöŽïŽáŽéâ xn ïñïðŽá çîâĲŽáæŽ x-æïçâê.

17.1.8 ŽîïâĲëĲâê ïñïðŽá çîâĲŽáæ éæéáâãîëĲâĲæ, îëéèâĲæù Žî ŽîæŽê úèæâîŽá çîâĲŽáêæ.
éŽàŽèæåŽá L2[0; 2π] ßæèĲâîðæï ïæãîùâöæ fn(x) = cos nx éæéáâãîëĲŽ Žîæï ïñïðŽá çîâĲŽáæ
(îŽýŽê õëãâèæ æêðâàîâĲŽáæ òñêóùææï òñîæâï çëâòæùæâêðâĲæ éææïûîŽòæŽê êñèæïçâê), éŽàîŽé

Žî Žîæï úèæâîŽá çîâĲŽáæ (îŽàŽê
∫ 2π

0
(cos nx− cos mx)2 dx = 4π).


