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1. ìæîãâèæ îæàæï ûîòæãæ áæòâîâêùæŽèñîæ àŽêðëèâĲâĲæ

áæòâîâêùæŽèñîæ àŽêðëèâĲŽ âûëáâĲŽ åŽêŽòŽîáëĲŽï, îëéâèæù ŽéõŽîâĲï áŽéë-
çæáâĲñèâĲŽï áŽéëñçæáâĲâè ùãèŽáâĲï, éŽå òñêóùæâĲïŽ áŽ Žé òñêóùæâĲæï ïýãŽ-
áŽïýãŽ îæàæï ûŽîéëâĲñèâĲï öëîæï. ïýãŽêŽæîŽá áæòâîâêùæŽèñîæ àŽêðëèâĲŽ
æïâåæ àŽêðëèâĲŽŽ, ïŽáŽù ñùêëĲæŽ òñêóùæâĲæ, ŽéŽïåŽê àŽêðëèâĲŽöæ öâáæï ŽîŽ
éŽîðë åãæåëê òñêóùæâĲæ, ŽîŽéâá éŽåæ ûŽîéëâĲñèâĲæù.
öâãæïûŽãèæå éýëèëá â.û. øãâñèâĲîæã áæòâîâêùæŽèñî àŽêðëèâĲâĲï. â.æ. æïâå

áæòâîâêùæŽèñî àŽêðëèâĲâĲï, ïŽáŽù ñùêëĲæ òñêóùæâĲæ âîåæ ùãèŽáæï òñêóùæ-
âĲæŽ, àŽêïýãŽãâĲæå â.û. çâîúë ûŽîéëâĲñèæŽêæ áæòâîâêùæŽèñîæ àŽêðëèâĲâĲæïŽ-
àŽê, ïŽáŽù ïŽúæâĲâèæŽ éîŽãŽèæ ùãèŽáæï òñêóùæâĲæ éŽå çâîúë ûŽîéëâĲñèâĲï
öëîæï éëùâéñè åŽêŽòŽîáëĲæï éæýâáãæå.
ñéŽîðæãâïæ ïŽýæï áæò. àŽêðëèâĲâĲï øãâê ñçãâ öâãýãâáîæãŽîå æêðâàîŽèñîæ

Žôîæùýãæï çñîïöæ. âï Žîæï öâéáâàæ ïŽýæï àŽêðëèâĲŽ:

dx

dt
= a(t), (1.1)

ïŽáŽù t ∈ I ∈ R áŽ a ∈ C(I). I Žîæï êŽéáãæè îæùýãåŽ îŽôŽù öñŽèâáæ -
ôæŽ, øŽçâðæèæ, ïŽïîñèæ Žê ñïŽïîñèë, ýëèë a ∈ C(I) êæöêŽãï, îëé a òñêóùæŽ
ñûõãâðæŽ I öñŽèâáäâ.
øãâêæ ŽéëùŽêŽŽ ãæìëãëå I-äâ ñûõãâðŽá ûŽîéëâĲŽáæ x(t) òñêóùæŽ, îëéâèæù

ŽçéŽõëòæèâĲï (1.1) àŽêðëèâĲŽï.
îëàëîù æêðâàîŽèñîæ Žôîæùýãæï çñîïæáŽêŽŽ ùêëĲæèæ, (1.1) àŽêðëèâĲæï âî-

åâîåæ ŽéëýïêŽŽ x(t) =
t∫
t0

a(τ) dτ , ïŽáŽù t0 ∈ I êâĲæïéæâîæŽ, ýëèë õãâèŽ ïýãŽ

áŽêŽîøâêæ éæïàŽê àŽêïýãŽãáâĲŽ éñáéæãæ öâïŽçîâĲæå. ŽéîæàŽá, (1.1) àŽêðëèâĲæï
õãâèŽ ŽéëýïêŽ éëæùâéŽ

x(t) = c+

t∫
t0

a(τ) dτ, t ∈ I

òëîéñèæå. âï Žîæï â.û. (1.1) àŽêðëèâĲæï äëàŽáæ ŽéëêŽýïêæ. ŽéëýïêŽåŽ Žé ëþŽýæ-
áŽê îëé ŽéëãŽîøæëå îëéâèæéâ ŽéëýïêŽ, ïŽçéŽîæïæŽ ûŽêŽïûŽî áŽãŽòæóïæîëå
ïŽúæâĲâèæ òñêóùææï éêæöãêâèëĲŽ îëéâèæéâ ûâîðæèöæ. â.æ. áŽãïãŽå Žïâåæ Žéë-
ùŽêŽ:
ãæìëãëå (1.1) àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽ, îëéâèæù ŽçéŽõëòæèâĲï

x(t0) = x0 (1.2)
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ïŽûõæï ìæîëĲâĲï. ŽéæïŽåãæï ïŽçéŽîæïæŽ äëàŽá ŽéëýïêŽöæ öâãæðŽêëå t = t0. Žéæå
ùŽèïŽýŽá àŽêæïŽäôãîâĲŽ éñáéæãæ c : c = x(t0) = x0. ŽéîæàŽá (1.1), (1.2) Žéë-
ùŽêæï ŽéëêŽýïêæ éëæùâéŽ

x(t) = x0 +

t∫
t0

a(τ) dτ (1.3)

òëîéñèæå. ŽéëùŽêŽ (1.1), (1.2) Žéæï öâéáâà Žïâ ŽôæêæöêâĲŽ: ŽéëùŽêŽ, îëéâèæù
éáàëéŽîâëĲï (1.1) àŽêðëèâĲæï æé x(t) ŽéëêŽýïêæï ìëãêŽöæ, îëéâèæù (1.2) ìæîë-
ĲâĲï ŽçéŽõëòæèâĲï. âï ŽéëùŽêŽ ùêëĲæèæŽ çëöæï ŽéëùŽêæï ïŽýâèûëáâĲæå. ñýâöŽá
îëé ãåóãŽå, çëöæï ŽéëùŽêŽ Žîæï ŽéëùŽêŽ áæò. àŽêðëèâĲæï ŽéëêŽýïêæï ìëãêæï
öâïŽýâĲ éëùâéñè ïŽûõæï ìæîëĲâĲöæ.
àŽêãæýæèëå

dx

dt
= a(t)x+ b(t) (1.4)

àŽêðëèâĲŽ, ïŽáŽù t ∈ I, a ∈ C(I), b ∈ C(I). (1.4) àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽ I
öñŽèâáöæ âûëáâĲŽ éŽïäâ àŽêïŽäôãîñè ñûõãâðŽá ûŽîéëâĲŽá x = x(t) òñêóùæŽï,
îëéâèæù Žé öñŽèâáæï õëãâè ûâîðæèöæ ŽçéŽõëòæèâĲï (1.4) àŽêðëèâĲŽï. (1.4)
àŽêðëèâĲŽï âûëáâĲŽ ìæîãâèæ îæàæï ûîòæãæ áæò. àŽêðëèâĲŽ.
ìæîãâèæ îæàæï âûëáâĲŽ æéæðëé, îëé éŽïöæ Žî öâáæï ñùêëĲæ òñêóùææï ìæîãâ-

èäâ éŽôŽèæ îæàæï ûŽîéëâĲñèæ, ýëèë ûîòæãæŽ æéæðëé, îëé ïŽúæâĲâèæ òñêóùæŽ
áŽ éæïæ ûŽîéëâĲñèâĲæ (Žé öâéåýãâãŽöæ ûŽîéëâĲñèæ) ìæîãâè ýŽîæïýöæŽ.
(1.4) àŽêðëèâĲæïåãæï áŽãïãŽå çëöæï ŽéëùŽêŽ: ãåóãŽå t0 ∈ I, x0 ∈ R. ãæ-

ìëãëå (1.4) àŽêðëèâĲæï æïâåæ ŽéëýïêŽ, îëéâèæù ŽçéŽõëòæèâĲï (1.2) ïŽûõæï
ìæîëĲŽï.
îëùŽ a(t) ≡ 0, éŽöæê (1.4) àŽêðëèâĲŽ àŽáŽæóùâãŽ (1.1) àŽêðëèâĲŽá. éëãŽý-

áæêëå öâéáâàæ àŽîáŽóéêŽ:

x(t) = e
∫ t

t0
a(τ) dτ y(t). (1.5)

â.æ. öâéëãæôëå t ùãèŽáæï ŽýŽèæ y(t) òñêóùæŽ, îëéâèæù x(t)-åŽê áŽçŽãöæîâ-
ĲñèæŽ (1.5) ðëèëĲæå. åñ x(t) Žîæï (1.4)-æï ŽéëêŽýïêæ, éŽöæê (1.5)-ï åñ öâãæ-
ðŽêå (1.4)-öæ, éæãæôâĲå

a(t) e
∫ t

t0
a(τ) dτy(t) + e

∫ t

t0
a(τ) dτ dy(t)

dt
= a(t) e

∫ t

t0
a(τ) dτ y(t) + b(t).

Žêñ
dy

dt
= b(t) e−

∫ t

t0
a(τ) dτ . (1.6)

ŽéîæàŽá, æéæïŽåãæï, îëé x(t) ûŽîéëŽáàâêáâï (1.4)-æï ŽéëýïêŽï, ŽñùæèâĲâèæŽ
áŽ îëàëîù Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ, ïŽçéŽîæïæùŽŽ, îëé (1.5) ðëèëĲæå àŽêïŽäôã-
îñèæ y(t) òñêóùæŽ æõëï (1.6)-æï ŽéëýïêŽ. ãêŽýëå îŽ éëñãŽ ïŽûõæï ìæîëĲâĲï
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(1.2). åñ (1.5)-öæ t-ï éŽàæãîŽá öâãæðŽêå t0-ï éæãæôâĲå

y(t0) = x0. (1.2′)

ŽéàãŽîŽá øãâêï éæâî áŽïéñèæ (1.4), (1.2) ŽéëùŽêŽ áŽãæáŽ (1.6), (1.2′) ŽéëùŽêŽäâ.
áŽéŽçŽãöæîâĲâèæ òëîéñèŽŽ (1.5). (1.6), (1.2′) ŽéëùŽêŽ çæ æàæãâŽ, îŽù (1.1), (1.2)
ŽéëùŽêŽ áŽ Žéæðëé (1.3) òëîéñèæå éëæùâéŽ éæïæ ŽéëýïêŽ

y(t) = x0 +

t∫
t0

b(s) e−
∫ s

t0
a(τ) dτds.

éŽöŽïŽáŽéâ (1.4), (1.2) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ éëæùâéŽ

x(t) = e
∫ t

t0
a(τ) dτ

[
x0 +

t∫
t0

b(s) e−
∫ s

t0
a(τ) dτds

]
(1.7)

òëîéñèæå. îŽáàŽê (1.1), (1.2) ŽéëùŽêæï (1.3) ŽéëýïêŽ âîåŽáâîåæŽ, âï ŽéëýïêŽù
æóêâĲŽ âîåŽáâîåæ. (1.7) òëîéñèŽï äëàþâî Žïâåæ ïŽýæå æõâêâĲâê:

x(t) = x0 e
∫ t

t0
a(τ) dτ +

t∫
t0

b(s) e
∫ t

s a(τ) dτds. (1.7′)

ŽéîæàŽá øãâê áŽãŽéðçæùâå öâéáâàæ

åâëîâéŽ 1.1. åñ a ∈ C(I) áŽ b ∈ C(I), éŽöæê (1.4), (1.2) ŽéëùŽêŽï àŽŽøêæŽ
éåèæŽêŽá I öñŽèâáöæ àŽêïŽäôãîñèæ âîåŽáâîåæ ŽéëýïêŽ áŽ âï ŽéëýïêŽ ûŽîéë-
áàâĲŽ (1.7) Žê (1.7′) òëîéñèæå.

ŽýèŽ àŽêãæýæèëå Žïâåæ éŽàŽèæåæ:

éŽàŽèæåæ. ãåóãŽå a ∈ C((0, 1]), b ∈ C([0, 1]), a(t) ≤ 0 îëùŽ t ∈ (0, 1].
ãŽøãâêëå, îëé Žé öâéåýãâãŽöæ ŽîïâĲëĲï (1.4) àŽêðëèâĲæï âîåŽáâîåæ ŽéëýïêŽ

x(0) = 0 (1.8)

ïŽûõæï ìæîëĲâĲöæ áŽ ŽéëýïêŽ éëæùâéŽ

x(t) =

t∫
0

b(s) e
∫ t

s a(τ) dτds (1.9)

òëîéñèæå. òëîéŽèñîŽá âï òëîéñèŽ éææôâĲŽ (1.7′) òëîéñèæáŽê åñ æó øŽã-
ïãŽéå x0 = 0, t0 = 0, éŽàîŽé Žó 1.1 åâëîâéæï ìæîëĲâĲæ Žî ïîñèáâĲŽ. öâæúèâĲŽ

éëýáâï, îëé
t∫
0

a(τ) dτ ïŽïîñèæ Žî æõëï.
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îŽù öââýâĲŽ (1.9) òëîéñèŽï, æàæ õëãâèåãæï àŽêïŽäôãîñèæŽ. éŽîåèŽù, åñ

a(t) öâéëïŽäôãîñèæŽ, φ(s) = e
∫ t

s a(τ) dτb(s) òñêóùæŽ àŽêïŽäôãîñèæŽ êâĲæïéæâîæ
s-åãæï [0, 1]-öæ, ýëèë åñ a(t) öâéëñïŽäôãîâèæŽ îëùŽ s → 0, àãŽóãï

t∫
s

a(τ) dτ → −∞ îŽáàŽê a(τ) ≤ 0, áŽ φ(s) → 0 îëùŽ φ(0) = 0.

Žéæðëé 0 ûâîðæèöæ φ(s)-ï éêæöãêâèëĲŽ öâæúèâĲŽ éæãæôëå 0-æï ðëèŽá áŽ x(t)
àŽêïŽäôãîñèæŽ êâĲæïéæâî t ∈ [0, 1]-öæ.
öâãŽéëûéëå, îëé (1.9) Žîæï (1.4), (1.8) ŽéëùŽêæï ŽéëêŽýïêæ. (1.8) ìæîëĲŽ îëé

ïîñèáâĲŽ ùýŽáæŽ. ŽýèŽ ãåóãŽå a(t) öâéëïŽäôãîñèæŽ (0, 1]-äâ, éŽöæê.
t∫
0

a(t) dt

çîâĲŽáæŽ. âîåæ ïæðõãæå ŽîïâĲëĲï âï æêðâàîŽèæ ïŽçñåîæãæ Žê ŽîŽïŽçñåîæãæ.
îëàëîù ùêëĲæèæŽ Žé öâéåýãâãŽöæ õãâèŽ æï åãæïâĲŽ, îëéâèæù äâéëå éïþâèë-
ĲŽöæ àŽéëãæõâêâå úŽèŽöæ îøâĲŽ. Žïâ îëé åñ Žé éïþâèëĲŽï àŽãæéâëîâĲå éæãŽèå
(1.7′) òëîéñèŽéáâ. æó çæ åñ öâãæðŽêå t0 = 0 áŽ x0 = 0 éæãæôâĲå (1.9) òë-
îéñèŽï. âîåŽáâîåëĲŽù ŽóâáŽê àŽéëéáæêŽîâëĲï. àŽêãæýæèëå àŽêðëèâĲŽ îëùŽ
a(t) öâéëñïŽäôãîâèæŽ

1∫
0

a(t) dt = −∞.

þâî öâãêæöêëå, îëé øãâê ãâúâĲå x(t) òñêóùæŽï, îëéâèæù ñûõãâðæŽ [0, 1]-äâ,
ûŽîéëâĲŽáæŽ (0, 1]-äâ áŽ ŽçéŽõëòæèâĲï (1.4)-ï (0, 1]-äâ.
(1.9) òñêóùæŽ Žé ìæîëĲâĲï ŽçéŽõëòæèâĲï. éŽîåèŽù ñûõãâðëĲŽ ùýŽáæŽ. Žãæôëå

t0 ∈ (0, 1] áŽ x(t) Žïâ àŽáŽãõâîëå

x(t) =e
∫ t

t0
a(τ) dτ ·

t∫
0

b(s) e−
∫ t

t0
a(τ) dτds, â.æ.

x′(t) =a(t) e
∫ t

t0
a(τ) dτ

t∫
0

b(s) e−
∫ t

t0
a(τ) dτds+ e

∫ t

t0
a(τ) dτb(t) e−

∫ t

t0
a(τ) dτ =

= a(t)x(t) + b(t).

ŽóâáŽê øŽêï, îëé þâî âîåæ x(t) ûŽîéëâĲŽáæŽ (0, 1]-äâ áŽ éâîâù æàæ ŽçéŽõëòæèâĲï
(1.4)-ï (0, 1]-äâ.
âîåŽáâîåëĲæï áŽïŽéðçæùâĲèŽá æïâã Žãæôëå îŽæéâ t0 ∈ (0, 1], x0 ∈ R áŽ

áŽãûâîëå (1.4) àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽ (0, 1]-äâ x(t0) = x0 ïŽûõæï ìæîëĲâĲöæ

x∗(t) = e
∫ t

t0
a(τ) dτ

[
x0 +

t∫
t0

b(s) e−
∫ t

t0
a(τ) dτds

]
. (1.10)
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ãåóãŽå x∗(t) Žîæï øãâêæ ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ. éŽöæê x∗(t) (0, 1]-äâ ñêáŽ éëæùâéë-
áâï (1.10) òëîéñèæå, îëéâèæôŽù t0 áŽ x0-åãæï.
àŽêãæýæèëå éæïæ äôãŽîæ, îëùŽ t → 0. æàæ ñêáŽ æõëï êñèæï ðëèæ, îŽáàŽê

x∗(t) ñûõãâðæŽ (0, 1]-äâ áŽ x∗(0) = 0, e
∫ t

t0
a(τ) dτ → e+∞ = +∞.

t∫
t0

b(s) e
−
∫ t

t‘0
a(τ) dτ

ds →
0∫

t0

b(s) e−
∫ s

t0
a(τ) dτ = −

t0∫
0

b(s) e
∫ t

t0
a(τ) dτds = −x(t0).

â.æ. æéæïŽåãæï, îëé x∗(t)-ï ßóëêáâï ïŽïîñèë äôãŽîæ, ŽñùæèâĲâèæŽ, îëé x0 áŽ
t0 ŽçéŽõëòæèâĲáâï x(t0) = x0 ìæîëĲŽï. éŽàîŽé õãâèŽ Žïâåæ x0 áŽ t0-æï öâïŽĲŽéæïæ
òñêóùæŽ Žîæï øãâêæ x(t) òñêóùæŽ

x(t) =

t∫
0

b(s) e
∫ t

s a(τ) dτds.

âýèŽ àŽêãæýæèëå çëöæï ŽéëùŽêŽ ûîòæã áæò. àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéæïŽåãæï. Žãæ-
ôëå áæò. àŽêðëèâĲŽåŽ

dxi
dt

=
n∑

k=1

aik(t)xk + bi(t) (i = 1, . . . , n) (1.11)

ïæïðâéŽ. âï Žîæï n-àŽêäëéæèâĲæŽêæ ûîòæã êëîéŽèñî àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽ. êë-
îéŽèñîæ âûëáâĲŽ æéæðëé, îëé àŽêðëèâĲâĲæ ŽéëýïêæèæŽ ûŽîéëâĲñèâĲæï éæéŽîå.
(1.11) ïæïðâéæï ŽéëýïêŽ îŽæéâ I öñŽèâáöæ âûëáâĲŽ Žé öñŽèâáöæ ñûõãâðŽá ûŽî-
éëâĲŽá x1(t), x2(t), . . . , xn(t) òñêóùæŽåŽ âîåëĲèæëĲŽï, îëéèâĲæù Žé öñŽèâáæï
õëãâè ûâîðæèöæ ŽçéŽõëòæèâĲï (1.11) ïæïðâéæï åæåëâñè àŽêðëèâĲŽï.
çëöæï ŽéëùŽêŽ (1.11) ïæïðâéæïŽåãæï æïéæï Žïâ. ãåóãŽå aik ∈ C(I), bi ∈ C(I),

t0 ∈ I,
xi0 ∈ R (i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , n).

ïŽúæâĲâèæŽ I-öæ àŽêïŽäôãîñèæ (1.11) ïæïðâéæï ŽéëêŽýïêæ, îëéâèæù ŽçéŽõëòæèâ-
Ĳï

xi(t0) = xi0 (i = 1, . . . , n) (1.12)

ìæîëĲâĲï.
àŽáŽãæáâå ãâóðëîñè-éŽðîæùñè ŽôêæöãêâĲäâ. öâãåŽêýéáâå öâéáâà Žôêæöãêâ-

Ĳäâ:
x =

(
xi
)n
i=1

Žîæï ïãâðæ ãâóðëîæ xi çëéìëêâêðâĲæå.

A =
(
aik
)n
i,k=1

Žîæï n× n çãŽáîŽðñèæ éŽðîæùæ.
åñ A Žîæï òñêóùæŽ éŽðîæùæ, éŽöæê

b∫
a

A(t) dt =

( b∫
a

aik(t) dt

)n

i,k=1

.
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Žïâãâ

A′(t) =
(
a′ik(t)

)n
i,k=1

,

b∫
a

x(t) dt =

( b∫
a

xi(t) dt

)n

i=1

, x ′(t) =
(
x′i
)n
i=1

.

àŽêãéŽîðëå ãâóðëîæïŽ áŽ éŽðîæùæï êëîéŽ:

∥x∥ =
n∑

i=1

|xi|, ∥A∥ =
n∑

i,k=1

|aik|.

Žáãæèæ öâïŽéëûéâĲâèæŽ, îëé êëîéŽï Žóãï öâéáâàæ åãæïâĲâĲæ:

∥Ax∥ ≤ ∥A∥ · ∥x∥, ∥AB∥ ≤ ∥A∥ · ∥B∥,
∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, ∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥.

ŽýèŽ åñ öâéëãæôâĲå ŽôêæöãêŽï (æý. (1.11))

A(t) =
(
aik(t)

)n
i,k=1

, x(t) =
(
xi(t)

)n
i=1

,

b(t) =
(
bi(t)

)n
i=1

, x0 =
(
xi0
)n
i=1

,

éŽöæê (1.11) áŽ (1.12) Žïâ öâæúèâĲŽ àŽáŽæûâîëï

dx

dt
= A(t)x+ b(t), (1.11′)

x(t0) = x0. (1.12′)

2. n-îæ îæàæï ûîòæãæ áæòâîâêùæŽèñîæ àŽêðëèâĲâĲæ

àŽêýæèñèæ æõë â.û. n-àŽêäëéæèâĲæŽêæ ûîòæã êëîéŽèñî àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽ,
îëéèæï äëàŽáæ ïŽýâ æõë

dxi
dt

=
n∑

k=1

aik(t)xk + bi(t) (i = 1, . . . , n) (2.1)

áŽ Žé ïæïðâéæïŽåãæï áŽãïãæå çëöæï ŽéëùŽêŽ ïŽûõæïæ ìæîëĲâĲæå:

xi(t0) = xi0 (i = 1, . . . , n). (2.2)

öâéáâà Žôãêæöêâå, îëé ãâóðëîñè-éŽðîæùñèæ ŽôêæöãêâĲöæ âï ŽéëùŽêŽ â.æ. (2.1),
(2.1) ŽéëùŽêŽ Žïâ öâæúèâĲŽ øŽæûâîëï

dx

dt
= A(t)x+ b(t), (2.1′)

x(t0) = x0. (2.2′)

öâãåŽêýéáâå Žïâå ŽôêæöãêâĲäâ:
C(I) ŽôêæöêŽãï I-öæ ñûõãâð òñêóùæŽåŽ ïæéðŽãèâï, ýëèë C(k)(I) çæ k-þâî

ñûõãâðŽá ûŽîéëâĲŽá òñêóùæŽåŽ ïæéîŽãèâï I-öæ. Cn(I) Žîæï I-öæ ñûõãâðŽá ûŽî-
éëâĲŽáæ n àŽêäëéæèâĲæŽêæ ãâóðëî-òñêóùæŽåŽ ïæéîŽãèâ, ýëèë C(k)(I) çæ I-öæ
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k-þâî ñûõãâðŽá ûŽîéëâĲŽá ãâóðëî-òñêóùæŽåŽ ïæéîŽãèâ. Cn×n(I) æõëï I-öæ
ñûõãâðŽá ûŽîéëâĲŽáæ n× n àŽêäëéæèâĲæŽê éŽðîæùåŽ ïæéîŽãèâ.
ŽéîæàŽá (2.1′) ïæïðâéæï ŽéëýïêŽ I öñŽèâáöæ Žîæï x ∈ C ′

n(I) òñêóùæŽ, îëéâèæù
ŽçéŽõëòæèâĲï (2.1′) ïæïðâéŽï. åñ æàæ ŽçéŽõëòæèâĲï (2.2′)-ï, éŽï ñûëáâĲâê (2.1′),
(2.2′) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽï I öñŽèâáöæ.
øãâêï éåŽãŽî éæäŽêï öâŽáàâêï áŽãŽéðçæùëå öâéáâàæ

åâëîâéŽ 2.1. åñ A ∈ Cn×n(I), b ∈ Cn(I), éŽöæê õëãâè x0 ∈ Rn áŽ õëãâè
t0 ∈ I-åãæï (2.1′), (2.2′) ŽéëùŽêŽï àŽŽøêæŽ I öñŽèâáöæ âîåŽáâîåæ ŽéëêŽýïêæ.

îëùŽ n = 1 âï áâĲñèâĲŽ øãâê áŽãŽïŽĲñåâå ìæîãâè èâóùæŽäâ. ñòîë éâðæù, øãâê
öâãúâèæå ùýŽáæ ïŽýæå àŽéëàãâýŽðŽ âï ŽéëýïêŽ àŽêðëèâĲæï çëâòæùæâêðâĲæïŽ áŽ
ïŽûõæï ìæîëĲâĲöæ öâéŽãŽèæ îæùýãâĲæï ïŽöñŽèâĲæå. îëùŽ n ≥ 2, ŽéëùŽêæï éëùâ-
éŽ çãŽáîŽðâĲöæ Žî ýâîýáâĲŽ. øãâê áŽãŽéðçæùâĲå éýëèëá ŽéëùŽêæï ŽîïâĲëĲŽï
áŽ âîåŽáâîåëĲŽï, éŽàîŽé ŽéŽãâ áîëï áŽéðçæùâĲæï ìîëùâïæ éæàãæåæåâĲï Žé
ŽéëùŽêæï éæŽýèëâĲæå ìëãêæï àäŽäâ.
Žé åâëîâéæï áŽéðçæùâĲæïŽåãæï áŽàãüæîáâĲŽ ëîæ èâéŽ.

èâéŽ 2.2. ãåóãŽå I-öæ áŽùñèæŽ

0 ≤ v0(t) ≤ c0, 0 ≤ vk(t) ≤ ck +

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ) vk−1(τ) dτ

∣∣∣∣ (2.3)

ìæîëĲâĲæ t ∈ I-åãæï (k = 1, 2, . . . ). Žó vk ∈ C(I) (k = 0, 1, . . . ), a ∈ C(I) áŽ
a(t) ≥ 0, t ∈ I. ŽéŽï àŽîáŽ, t0 ∈ I áŽ ck = const ≥ 0 (k = 1, 2, . . . ). éŽöæê
Žáàæèæ Žóãï

vk(t) ≤
k∑

i=0

ck−i

i!

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ) dτ

∣∣∣∣i
ñðëèëĲâĲï. Žó îëé Žáàæèæ Žî ßóëêáâï àŽñàâĲîëĲŽï (æêðâàîŽèæ öâæúèâĲŽ äëàæ
t-åãæï êñèæ æõëï áŽ îëùŽ i = 0 àãâóêâĲŽ 00), i = 0-æï öâïŽĲŽéæï öâïŽçîâĲï ùŽèçâ
àŽéëõëòâê áŽ ûâîâê:

vk(t)≤ck+
k∑

i=1

ck−i

i!

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ) dτ

∣∣∣∣i (k=1, 2, . . . ), t∈I. (2.4)

áŽéðçæùâĲŽ. åãæå èâéæï ïðîñóðñîŽ àãæøãâêâĲï, îëé æàæ áŽéðçæùâĲñèæ ñêáŽ
æõëï æêáñóùææå k-ï éæéŽîå.
îëùŽ k = 1 (2.4) ùýŽáæŽ ïîñèáâĲŽ. éŽîåèŽù (2.3) àãŽúèâãï, îëé

v1(t) ≤ c1 +

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ) v0(τ) dτ

∣∣∣∣.
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éŽàîŽé 0 ≤ v0(τ) ≤ c0, a(τ) ≥ 0, Žéæðëé v0(τ)-ï éŽàæãîŽá öâàãæúèæŽ øŽãûâîëå
c0 áŽ àãâóêâĲŽ

v1(t) ≤ c1 + c0

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ) dτ

∣∣∣∣
îŽù ïûëîâá (2.4)-ï ûŽîéëŽáàâêï, îëùŽ k = 1.
ŽýèŽ ãåóãŽå (2.4) ïŽéŽîåèæŽêæŽ îŽæéâ k-åãæï. éŽöæê ñêáŽ ãŽøãâêëå, îëé (æê-

áñóùææï ûâïæ)

vk+1(t) ≤ ck+1 +
k+1∑
i=1

ck+1−i

i!

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ) dτ

∣∣∣∣i.
éŽàîŽé áŽöãâĲæï åŽêŽýéŽá àãŽóãï

vk(t) ≤ ck +
k∑

i=1

ck−i

i!

∣∣∣∣
τ∫

t0

a(s) ds

∣∣∣∣i.
Žéæðëé, îŽáàŽê a(τ) ≥ 0,∣∣∣∣

t∫
t0

a(τ) vk(τ) dτ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ)

[
ck +

k∑
i=1

ck−i

i!

∣∣∣∣
τ∫

t0

a(s) ds

∣∣∣∣i ]dτ ∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ck
t∫

t0

a(τ) dτ

∣∣∣∣+ k∑
i=1

ck−i

i!

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ)

∣∣∣∣
τ∫

t0

a(s) ds

∣∣∣∣idτ ∣∣∣∣ =
= ck

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ) dτ

∣∣∣∣+ k∑
i=1

ck−i

i!

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ)

[ τ∫
t0

a(s) ds

]i
dτ

∣∣∣∣
ðëèëĲŽï Žáàæèæ Žóãï æéæðëé, îëé æêðâàîŽèæï êæöêæï óãâö éáàëéæ õãâèŽ öâïŽç-
îâĲï âîåæ áŽ æàæãâ \áŽáâĲæåæ êæöŽêæ" Žóãå.
Žó éâ-2 æêðâàîŽèöæ öæáŽ ŽĲïëèñðñîæ éêæöãêâèëĲŽ éëãýïâêæå, îŽáàŽê a(τ) êæ-

öŽêéñáéæãæŽ, ýëèë τ æùãèâĲŽ t0-ïŽ áŽ t-ï öëîæï æïâãâ, îëàëîù s. åñ éŽàŽèæ-
åŽá, t Žîæï t0-æï éŽîþãêæã, τ õëãâèåãæï æóêâĲŽ t0-æï éŽîþãêæã. Žéæðëé öæàŽ
æêðâàîŽèæ êæöŽêéñáéæãæŽ áŽ ŽĲïëèñðñîæ éêæöãêâèëĲæï éëýïêŽ öâæúèâĲŽ. Žïâãâ,
åñ t Žîæï t0-æï éŽîùýêæã. öæàŽ æêðâàîŽèï îëé ßóëêáâï óãâáŽ ïŽäôãŽîæ, éŽà.
t1 < t0, éŽöæê t1, t0 áŽ t-ï Žïâåæ àŽêèŽàâĲæïŽï:

τ åŽãæïæ ùãèæèâĲæïŽï öâæúèâĲŽ Žôéëøêáâï îëàëîù t1-ï éŽîþãêæã, æïâ éŽîùý-
êæã, Žïâ îëé s ŽôéëøêáâĲŽ îëàëîù t1-ï éŽîþãêæã æïâ éŽîùýêæã áŽ êæöŽêéñáéæ-
ãëĲŽ áŽæîôãâãŽ.
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åñ ŽôãêæöêŽãå

F (τ) =

τ∫
t0

a(s) ds,

éŽöæê a(τ) dτ = dF (τ) áŽ

t∫
t0

a(τ)

[ τ∫
t0

a(s) ds

]i
dτ =

[F (τ)]i+1

i+ 1

∣∣∣∣t
t0

=
1

i+ 1

( t∫
t0

a(τ) dτ

)i+1

,

â.æ. ïŽĲëèëëá àãŽóãï:

vk+1(t) ≤ ck+1 + ck

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ) dτ

∣∣∣∣+ k+1∑
i=2

ck+1−j

j!

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ) dτ

∣∣∣∣j =
ck+1 +

k+1∑
i=1

ck+1−i

i!

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ) dτ

∣∣∣∣i.
âï çæ ïûëîâá Žîæï (2.4), îëùŽ k-ï éŽàæãîŽá Žîæï k+1. èâéŽ áŽéðçæùâĲñèæŽ.

�
Žé èâéŽäâ áŽõîáêëĲæå áŽãŽéðçæùëå

èâéŽ 2.3 (àîëêñëè-ĲâèéŽêæï èâéŽ). ãåóãŽå

0 ≤ v(t) ≤ c+

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ) v(τ) dτ

∣∣∣∣, (2.5)

t ∈ I, ïŽáŽù v ∈ C(I), a ∈ C(I), a(t) ≥ 0, t ∈ I, c = const ≥ 0, t0 ∈ I. éŽöæê
Žáàæèæ Žóãï Žïâå öâòŽïâĲŽï:

v(t) ≤ c e

∣∣ ∫ t

t0
a(τ) dτ

∣∣
, t ∈ I. (2.6)

áŽéðçæùâĲŽ. ùýŽáæŽ (2.6) áŽéðçæùâĲñèæ æóêâĲŽ éåâè I-öæ åñ éŽï áŽãŽéðçæ-
ùâĲå õëãâè ïŽïîñè áŽýñîñè I∗ öñŽèâáæïåãæï, îëéâèæù öâáæï I-öæ áŽ îëéâ-
èæù öâæùŽãï t0-ï.
îŽáàŽê v ∈ C(I∗), ŽîïâĲëĲï

c0 = max
{
v(t) : t ∈ I∗

}
. (2.7)

vk(t) æõëï v(t) õëãâèæ k = 0, 1, . . . -åãæï áŽ ck æõëï ðëèæ c õëãâèæ k = 1, 2, . . . -
åãæï. éŽöæê îëàëîù Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ (2.5) áŽ (2.7)-æï àŽéë èâéŽ 1-æï (2.3)
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ìæîëĲâĲæ ïîñèáâĲŽ. Žéæðëé Žáàæèæ âóêâĲŽ (2.4) ñðëèëĲŽï, îëéâèæù øãâê öâ-
éåýãâãŽöæ éææôâĲï ïŽýâï:

v(t) ≤ c+ c
k−1∑
i=1

1

i!

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ) dτ

∣∣∣∣i + c0
k!

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ) dτ

∣∣∣∣k.
åñ àŽãæýïâêâĲå ex òñêóùææï àŽöèŽï ýŽîæïýëãŽê éûçîæãŽá, áŽãæêŽýŽãå, îëé

ìæîãâèæ ëîæ öâïŽçîâĲæ ûŽîéëŽáàâêï Žé éûçîæãæï çâîúë þŽéï, àŽéîŽãèâĲñèï

c-äâ, îëùŽ x =
∣∣∣ t∫
t0

a(τ) dτ
∣∣∣.

îŽáàŽê ñçñàáâĲñèæ ûâãîâĲæ áŽáâĲæåæŽ, àãŽóãï

v(t) ≤ c e

∣∣ ∫ t

t0
a(τ) dτ

∣∣
+

c0
k!

∣∣∣∣
t∫

t0

a(τ) dτ

∣∣∣∣k.
âï ñðëèëĲŽ ïîñèáâĲŽ êâĲæïéæâîæ t ∈ I∗ áŽ k = 1, 2, . . . -åãæï. åñ áŽãŽòæ-

óïæîâĲå t-ï áŽ äôãŽîäâ àŽáŽãŽèå, îëùŽ k → +∞, éæãæôâĲå ïûëîâá (2.6)
ñðëèëĲŽï, îŽáàŽê éâ-2 öâïŽçîâĲæï äôãŽîæ êñèæŽ. �
ŽýèŽ àŽáŽãæáâå åâëîâéæï áŽéðçæùâĲŽäâ.
åñ (2.1′), (2.2′) ŽéëùŽêŽï àŽŽøêæŽ x(t) ŽéëêŽýïêæ I-öæ, éŽöæê ùýŽáæŽ áŽŽçéŽõë-

òæèâĲï ðëèëĲŽï

x(t) = x0 +

t∫
t0

[
A(τ)x(τ) + b(τ)

]
dτ. (2.8)

âï ðëèëĲŽ éææôâĲŽ (2.1′)-àŽê t0-áŽê t-éáâ æêðâàîâĲæå áŽ æéæï àŽåãŽèæïûæêâ-
Ĳæå, îëé x(t0) = x0. ŽéîæàŽá (2.1′), (2.2′) ŽéëùŽêæï õëãâèæ ŽéëýïêŽ ûŽîéëŽá-
àâêï (2.8) àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽïŽù. âï ùýŽáæŽ æêð. àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽŽ. éŽï
âûëáâĲŽ ãëèðâîæï ðæìæï æêð. àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâĲŽ.
Žé ïæïðâéæï Žéëýïêæï óãâö øãâê àãâïéæï æïâåæ x ∈ Cn(I) òñêóùæŽ, îëéâèæù

õãâèàŽê I-öæ áŽŽçéŽõëòæèâĲï Žé àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽï.
ãŽøãâêëå, îëé (2.8)-æï õãâèŽ ŽéëýïêŽ ŽéŽãâ áîëï (2.1′), (2.2′) ŽéëùŽêæï Žéë-

ýïêŽùŽŽ. éŽîåèŽù, ãåóãŽå x Žîæï (2.8)-æï ŽéëýïêŽ. â.æ. x ∈ Cn(I) áŽ (2.8)-öæ
éŽîþãêæã éáàëéæ æêðâàîŽèæ Žîæï ñûõãâðŽá ûŽîéëâĲŽáæ òñêóùæŽ t-ïæ, îŽáàŽê
æêðâàîŽèóãâöŽ òñêóùæŽ ñûõãâðæŽ. Žéæðëé (2.8)-æï àŽéë x àŽéëáæï ñûõãâðŽá
ûŽîéëâĲŽáæ, â.æ. x ∈ C ′

n(I).
Žéæï öâéáâà åñ àŽãŽûŽîéëâĲå (2.8)-æï ëîæãâ éýŽîâï, éæãæôâĲå îëé x ŽçéŽõë-

òæèâĲï (2.1′)-ï, ýëèë åñ (2.8)-öæ øŽãïãŽéå t-ï êŽùãèŽá t0-ï, éæãæôâĲå, îëé
çéŽõëòæèáâĲŽ (2.2′)-ù.
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ŽéîæàŽá, (2.8) æêð. àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽ âçãæãŽèâêðñîæŽ (2.1′), (2.2′) Žéë-
ùŽêæï (áŽ ŽîŽ éýëèëá (2.1′)). Žéæðëé åâëîâéæï áŽïŽéðçæùâĲèŽá ïŽçéŽîæïæŽ
ãŽøãâêëå îëé (2.8) ïæïðâéŽï Žóãï âîåŽáâîåæ ŽéëýïêŽ.

3. ãëèðâîŽï ðæìæï æêðâàîŽèñîæ àŽêðëèâĲâĲæ

îëàëîù ãêŽýâå (2.1′), (2.2′) ŽéëùŽêŽ âçãæãŽèâêðñîæŽ (2.8) æêð. àŽêðëèâĲæïŽ,
Žéæðëé ïŽçéŽîæïæŽ ŽîïâĲëĲŽ áŽ âîåŽáâîåëĲŽ ãŽøãâêëå (2.8)-åãæï.
þâî ãŽøãâêëå Žéëýïêæï ŽîïâĲëĲŽ. Žéæïåãæï ãæïŽîàâĲèëå â.û. éæéáâãîëĲæåæ

éæŽýèëâĲæï (ìæçâîæï) éâåëáæå. ŽéæïŽåãæï öâéëãæôëå ãâóðëî-òñêóùæâĲæ:

x0(t) = x0,

xk(t)=x0+

t∫
t0

[
A(τ)xk−1(τ)+b(τ)

]
dτ, (k = 1, 2, . . . ).

(3.1)

ùýŽáæŽ Žé éæéáâãîëĲæï õëãâèæ òñêóùæŽ ñûõãâðæŽ I-äâ. øãâêæ éæäŽêæŽ ãŽøãâêëå,
îëé (3.1) éæéáâãîëĲŽ åŽêŽĲîŽá çîâĲŽáæŽ õëãâè I∗ ⊂ I ïâàéâêðäâ (åñ I åãæåëê
ûŽîéëŽáàâêï ïŽïîñè ïâàéŽêðï, âï ùýŽáæŽ ŽôŽî áŽàãüæîáâĲŽ).
(3.1) éæéáâãîëĲæï åŽêŽĲîŽáçîâĲŽáëĲŽ âçãæãŽèâêðñîæŽ

x0 +
+∞∑
k=1

[
xk(t)− xk−1(t)

]
(3.2)

éûçîæãæï åŽêŽĲîŽáçîâĲŽáëĲæïŽ. Žó àãŽóãï ãâóðëî-òñêóùæŽåŽ éæéáâãîëĲŽ (3.1)
áŽ ãâóðëî-òñêóùæŽåŽ éûçîæãæ (3.2). ùýŽáæŽ, îëùŽ øãâê ãŽéĲëĲå, îëé (3.2) éûç-
îæãæ åŽêŽĲîŽáçîâĲŽáæŽ, øãâê ãàñèæïýéëĲå åŽêŽĲîŽáçîâĲŽáæ ãâóðëîâĲæï çëé-
ìëêâêðâĲæïàŽê öâéáàŽî éûçîæãï. ùýŽáæŽ, åñ éëãúâĲêâå éŽíëîŽêðñèæ éûçîæãæ
+∞∑
k=1

∥∥xk(t) − xk−1(t)
∥∥ îæùýãæåæ éûçîæãæïåãæï, æàæ æóêâĲŽ éŽíëîŽêðñèæ åæåë-

âñèæ çëéìëêâêðæïŽåãæï (3.2) éûçîæãæïŽ, îŽáàŽê ãâóðëîæï çëéìëêâêðâĲæï ŽĲïë-
èñðñîæ éêæöãêâèëĲŽ Žî ŽôâéŽðâĲŽ éæï êëîéŽï. ïŽâîåëá, ãâóðëîñè éæéáâãîë-
ĲŽöæ áŽ éûçîæãâĲöæ ŽĲïëèñðñîæ éêæöãêâèëĲæï îëèï ŽïîñèâĲï êëîéŽ.
ïŽêŽé éŽíëîŽêðñè éûçîæãï ãæìëãêæáâå, éëãæõãŽêëå êëîéæï âîåæ åãæïâĲŽ:
åñ g(t) æêðâàîâĲŽáæ ãâóðëî-òñêóùæŽŽ, Žáàæèæ Žóãï

∥∥∥∥
b∫

a

g(t) dt

∥∥∥∥ ≤
∣∣∣∣

b∫
a

∥g(t)∥ dt
∣∣∣∣ (3.3)

ñðëèëĲŽï.
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éŽîåèŽù, ãåóãŽå g(t) =
(
gi(t)

)n
i=1

. éŽöæê∥∥∥∥
b∫

a

g(t) dt

∥∥∥∥ =
n∑

i=1

∣∣∣∣
b∫

a

g(t) dt

∣∣∣∣ ≤ n∑
i=1

∣∣∣∣
b∫

a

|gi(t)| dt
∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ n∑
i=1

b∫
a

|gi(t)| dt
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣

b∫
a

∥g(t)∥ dt
∣∣∣∣

(îŽáàŽê õãâèŽ öâïŽçîâĲæ âîåæ êæöêæïŽŽ).
(3.1)-æï úŽèæå àãŽóãï

xk(t)− xk−1(t) =

t∫
t0

A(τ)
[
xk−1(τ)− xk−2(τ)

]
dτ (k = 2, 3, . . . ),

Žéæðëé (3.3)-æï àŽéë àãâóêâĲŽ

∥∥xk(t)− xk−1(t)
∥∥ ≤

∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥A(τ)∥∥ · ∥∥xk−1(τ)− xk−2(τ)
∥∥ dτ ∣∣∣∣. (3.4)

îŽáàŽê I∗ ïŽïîñèæ ïâàéâêðæŽ, ŽîïâĲëĲï c0 = max
{
∥x1(t) − x0∥, t ∈ I∗

}
, áŽ

â.æ. àãŽóãï ∥∥x1(t)− x0(t)
∥∥ ≤ c0. (3.5)

åñ ŽôãêæöêŽãå vk(t) =
∥∥xk+1(t) − xk(t)

∥∥ (k = 0, 1, . . . ) éŽöæê (3.4) áŽ (3.5)
ñðëèëĲâĲæ àãæøãâêâĲâê, îëé vk(t) òñêóùæâĲæïŽåãæï I∗-öæ öâïîñèâĲñèæŽ ûæêŽ
èâóùæŽäâ áŽéðçæùâĲñèæ ìæîãâèæ èâéæï ìæîëĲâĲæ. îŽáàŽê Žé öâéåýãâãŽöæ ck = 0
(k = 1, 2, . . . ).
Žé èâéæï åŽêŽýéŽá àãâóêâĲŽ

∥∥xk(t)− xk−1(t)
∥∥ = vk−1(t) ≤

c0
(k − 1)!

∣∣∣∣
t∫

t0

∥A(τ)∥ dτ
∣∣∣∣k−1

.

åñ ŽôãêæöêŽãå r =
∫
I∗
∥A(τ)∥ dτ , ùýŽáæŽ

∥∥xk(t)− xk−1(t)
∥∥ ≤ c0

rk−1

(k − 1)!
.

ŽéîæàŽá (3.2) éûçîæãæï éŽíëîŽêðñèæ æóêâĲŽ

∥x0∥+ c0

+∞∑
k=1

rk−1

(k − 1)!
= ∥x0∥+ c0 e

r

éûçîæãæ.
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Žéæðëé ãŽæâîöðîŽïæï åâëîâéæï àŽéë (3.2) éûçîæãæ áŽ éŽïåŽê âîåŽá (3.1) éæé-
áâãîëĲŽù åŽêŽĲîŽáçîâĲŽáæŽ I∗-öæ. îŽáàŽê I∗ êâĲæïéæâîæ æõë, (3.1) éæéáâãîëĲŽ
çîâĲŽáæŽ (ïŽäëàŽáëá åŽêŽĲîŽá) éåâè I-öæ.
Žôãêæöêëå x(t) = lim

k→+∞
xk(t), t ∈ I.

àŽáŽãæáâå äôãŽîäâ (3.1) ðëèëĲŽöæ. ñçãâ áŽéðçæùâĲñèæï åŽêŽýéŽá
(
xk(t)

)
k≥1

éæéáâãîëĲŽ åŽêŽĲîŽáçîâĲŽáæŽ [t0, t] öñŽèâáöæ,
Žéæðëé éŽîþãâêŽ éýŽîæï æêðâàîŽèæï öæàêæå öâæúèâĲŽ äôãŽîäâ àŽáŽïãèŽ

x(t) = x0 +

t∫
t0

[
A(τ) x(τ) + b(τ)

]
dτ. (3.6)

ŽéîæàŽá øãâêï éæâî ŽàâĲñèæ x(t) òñêóùæŽ ŽçéŽõëòæèâĲï (2.8) àŽêðëèâĲŽï. Žéæ-
ðëé Žéëýïêæï ŽîïâĲëĲŽ áŽéðçæùáŽ.
âîåŽáâîåëĲæï áŽïŽéðçæùâĲèŽá áŽãñöãŽå, îëé (2.8)-ï Žóãï çæáâã âîåæ Žéë-

ýïêŽ y(t). éŽöæê (3.6) ðëèëĲŽïåŽê âîåŽá àãâóêâĲŽ

y(t) = x0 +

t∫
t0

[
A(τ) y(τ) + b(τ)

]
dτ. (3.7)

åñ (3.6)-ï àŽéëãŽçèâĲå (3.7)-ï áŽ àŽáŽãŽèå êëîéâĲäâ, àãâóêâĲŽ

∥∥x(t)− y(t)
∥∥ ≤

∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥A(τ)∥∥ · ∥∥x(τ)− y(τ)
∥∥ dτ ∣∣∣∣. (3.8)

(3.8) ñðëèëĲŽ àãæøãâêâĲï, îëé v(t) =
∥∥x(t)−y(t)

∥∥ òñêóùææïŽåãæï ïîñèáâĲŽ
àîëêñëè-ĲâèéŽêæï èâéæï ìæîëĲâĲæ áŽ îŽáàŽê Žó c = 0, èâéæï åŽêŽýéŽá àãâóêâĲŽ

0 ≤
∥∥x(t)− y(t)

∥∥ ≤ 0, t ∈ I, áŽ â.æ.
∥∥x(t)− y(t)

∥∥ ≡ 0, t ∈ I.

îŽáàŽê ãâóðëîæï êëîéŽ êñèæï ðëèæŽ éŽöæê áŽ éýëèëá éŽöæê, îëùŽ ãâóðëîæ
êñèæŽ, ŽóâáŽê àŽéëéáæêŽîâëĲï, îëé x(t) = y(t). Žéæå åâëîâéŽ áŽéðçæùáŽ. �
Žé åâëîâéŽïåŽê áŽçŽãöæîâĲæå àŽêãæýæèëå Žïâåæ

ŽéëùŽêŽ. ãåóãŽå A ∈ Cn×n(]a; b[), b ∈ Cn(]a; b[) (a Žê b öâæúèâĲŽ ∞-ù çæ
æõëï), ŽéŽïåŽê ŽîïâĲëĲï ïŽçñåîæãæ Žê ŽîŽïŽçñåîæãæ

b∫
a

∥∥A(t)∥∥ dt = K < +∞,

b∫
a

∥∥b(t)∥∥ dt = L < +∞

æêðâàîŽèâĲæ. éŽöæê (2.1′) ïæïðâéæï êâĲæïéæâî ŽéëêŽýïêï àŽŽøêæŽ ïŽïîñèæ äôãîâĲæ

lim
t→+a

x(t) áŽ lim
t→b−

x(t).
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ùýŽáæŽ (2.1′) ïæïðâéæï êâĲæïéæâîæ x ŽéëýïêŽ ŽçéŽõëòæèâĲï (3.6)-ï îëéâèæôŽù
t0-åãæï ]a, b[-áŽê áŽ x0-åãæï Rn-áŽê.
(3.6)-áŽê àãŽóãï

∥∥x(t)∥∥ ≤
∥∥x0∥∥+ ∣∣∣∣

t∫
t0

∥∥A(τ)x(τ) + b(τ)
∥∥ dτ ∣∣∣∣ ≤

≤
∥∥x0∥∥+ ∣∣∣∣

t∫
t0

∥∥A(τ)x(τ)∥∥ dτ +

t∫
t0

∥∥b(τ)∥∥ dτ ∣∣∣∣ =
=
∥∥x0∥∥+ ∣∣∣∣

t∫
t0

∥∥b(τ)∥∥ dτ ∣∣∣∣+ ∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥A(τ)x(τ)∥∥ dτ ∣∣∣∣ ≤
≤
∥∥x0∥∥+ L+

∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥A(τ)∥∥ · ∥∥x(τ)∥∥ dτ ∣∣∣∣.
Žéæðëé àîëêñëè-ĲâèéŽêæï èâéæï úŽèæå∥∥x(t)∥∥ ≤

(
∥x0∥+ L

)
e

∣∣ ∫ t

t0
∥A(τ)∥ dτ

∣∣
≤
(
∥x0∥+ L

)
ek.

ŽéîæàŽá x(t) êëîéæå öâéëïŽäôãîñèæŽ ]a, b[-äâ, áŽ ùýŽáæŽ éæïæ çëéìëêâêðâĲæ
öâéëïŽäôãîñèæ æóêâĲŽ ]a, b[-äâ.
åñ îŽôŽù f(t) òñêóùæŽ ŽĲïëèñðñîŽá æêðâàîâĲŽáæŽ ]a, b[-äâ ïŽçñåîæã Žê

ŽîŽïŽçñåîæã Žäîæå áŽ éŽï àŽãŽéîŽãèâĲå öâéëïŽäôãîñè æêðâàîâĲŽá φ(t) òñ-
êóùæŽäâ, éæôâĲñèæ f(t)φ(t) òñêóùæŽù ŽĲïëèñðñîŽá æêðâàîâĲŽáæ æóêâĲŽ ]a, b[-
äâ.
îŽáàŽê A(t) éŽðîæùæ êëîéæå æêðâàîâĲŽáæŽ éæïæ õëãâèæ çëéìëêâêðæ ŽĲïëèñ-

ðñîŽá æêðâàîâĲŽáæŽ, Žéæðëé ùýŽáæŽ A(τ)x(τ) ãâóðëîæï õëãâèæ çëéìëêâêðæ
Žêñ åãæå ãâóðëîæ ŽĲïëèñðñîŽá æêðâàîâĲŽáæŽ ]a, b[-äâ. Žïâãâ b(t) ãâóðëîæù æê-
ðâàîâĲŽáæŽ ]a, b[-äâ, Žéæðëé (3.6) ðëèëĲæï éŽîþãâêŽ éýŽîâï ïŽïîñèæ äôãŽîæ
Žóãï, îëùŽ t → a+ Žê t → b−. â.æ. øãâê x(t) òñêóùæŽïŽù ïŽïîñèæ äôãŽîæ Žóãï
îëùŽ t → a+ Žê t → b−.
ŽýèŽ øãâê àŽêãæýæèëå n-îæ îæàæï ûîòæãæ áæòâîâêùæŽèñîæ àŽêðëèâĲŽ. éæïæ

äëàŽáæ ïŽýâ ŽïâåæŽ:

u(n) =
n∑

k=1

ak(t)u
(k−1) + b(t). (3.9)

çëâòæùæâêðâĲæ àŽêïŽäôãîñèæ ŽîæŽê îŽôŽù I öñŽèâáöæ. (3.9) àŽêðëèâĲæï Žéë-
ýïêŽ âûëáâĲŽ u ∈ Cn(I) òñêóùæŽï, îëéâèæù éŽï ŽçéŽõëòæèâĲï I öñŽèâáæï õëãâè
ûâîðæèäâ.
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çëöæï ŽéëùŽêŽ (3.9) àŽêðëèâĲæïŽåãæï æïéæï öâéáâàêŽæîŽá: ãåóãŽå t0 ∈ I
áŽ x10, . . . , xn0 ∈ R. ñêáŽ ãæìëãëå (3.9) àŽêðëèâĲæï æïâåæ ŽéëýïêŽ, îëéâèæù
ŽçéŽõëòæèâĲï öâéáâà ïŽûõæï ìæîëĲâĲï:

u(i−1)(t0) = xi0 (i = 1, . . . , n). (3.10)

ŽóŽù Žáàæèæ Žóãï ŽîïâĲëĲæïŽ áŽ âîåŽáâîåëĲæï åâëîâéŽï.

åâëîâéŽ 3.1. åñ ak ∈ C(I) (k = 1, . . . , n) áŽ b ∈ C(I), éŽöæê îëàëîæù
Žî ñêáŽ æõëï t0 ∈ I áŽ xi0 ∈ R (i = 1, . . . , n), (3.9), (3.10) ŽéëùŽêŽï àŽŽøêæŽ
âîåŽáâîåæ ŽéëýïêŽ.

áŽéðçæùâĲŽ. âï åâëîâéŽ ûŽîéëŽáàâêï 2.1 åâëîâéæï öâáâàï. ãåóãŽå u Žîæï
(3.9) àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽ. öâéëãæôëå x1, . . . , xn òñêóùæâĲæ öâéáâàêŽæîŽá:

x1 = u, x2 = u′, . . . , xn = u(n−1). (3.11)

éŽöæê ùýŽáæŽ 

dx1
dt

= x2,

dx2
dt

= x3,

. . . . . . . . .
dxn−1

dt
= xn,

dxn
dt

=
n∑

k=1

ak(t) xk + b(t).

(3.12)

ŽéîæàŽá, åñ u Žîæï (3.9) àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽ, (3.11) ðëèëĲæå àŽêïŽäôãîñèæx1
x2
. . .
xn

 ãâóðëîæ ûŽîéëŽáàâêï (3.12) ïæïðâéæï ŽéëýïêŽï áŽ ìæîæóæå, åñ

(
x1...
xn

)
ãâóðëîæ ûŽîéëŽáàâêï (3.12)-æï ŽéëýïêŽï, éæïæ ìæîãâèæ x1 çëéìëêâêðæ æóêâĲŽ
(3.9) àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽ.
(3.11) àŽîáŽóéêâĲæï öâáâàŽá, (3.10) ïŽûõæïæ ìæîëĲâĲæ Žïâ àŽîáŽæóéêâĲŽ

xi(t0) = xi0 (i = 1, 2, . . . , n). (3.13)

ŽéîæàŽá, (3.9), (3.10) ŽéëùŽêæï ŽéëïŽýïêâèŽá ïŽçéŽîæïæŽ ŽéëãýïêŽå (3.13), (3.13)
ŽéëùŽêŽ. âï ŽéëùŽêŽ çæ (2.1′), (2.2′) ŽéëùŽêæï çâîúë öâéåýãâãŽŽ.
éŽîåèŽù, åñ öâéëãæôâĲå

A(t) =


0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 · · · 0 1
a1(t) a2(t) a3(t) · · · an−1(t) an(t)


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éŽðîæùŽï áŽ Žàîâåãâ

x =


x1
x2...
xn

 , b =


0
0
...

b(t)

 , x0 =


x10
x20...
xn0


ãâóðëîâĲï,
(3.12), (3.13) ŽéëùŽêŽ Žïâ øŽæûâîâĲŽ:

dx

dt
= A(t)x+ b(t), (3.12′)

x(t0) = x0. (3.13′)

âï çæ (2.1′), (2.2′) ŽéëùŽêŽŽ.
A(t) áŽ b(t) çëâòæùæâêðâĲæ ùýŽáæŽ ŽçéŽõëòæèâĲâê 2.1 åâëîâéæï ìæîëĲâĲï.

Žéæðëé (3.12′), (3.13′) ŽéëùŽêŽï â.æ. (3.9), (3.10) ŽéëùŽêŽïŽù Žóãï âîåŽáâîåæ
ŽéëýïêŽ, àŽêïŽäôãîñèæ I öñŽèâáöæ. �

4. çëöæï ŽéëùŽêæï çëîâóðñèëĲŽ

àŽêæýæèâĲŽ çëöæï ŽéëùŽêæï çëîâóðñèëĲæï ïŽçæåýæ. âï ïŽçæåýæ ûŽîéëæöãŽ
æéŽïåŽê áŽçŽãöæîâĲæå, îëé áæò. àŽêðëèâĲâĲæ àŽéëæõâêâĲŽ ĲñêâĲŽöæ éæéáæêŽîâ
òæäæçñîæ ìîëùâïâĲæï ŽôïŽáàâêŽá áŽ Žéæðëé áæò. àŽêðëèâĲâĲæï çëâòæùæâêðâ-
Ĳæ, Žàîâåãâ çëöæï ŽéëùŽêæï ïŽûõæïæ ìæîëĲâĲæ ýöæîŽá éëæúâĲêâĲŽ âóïìâîæéâêðæï
ïŽöñŽèâĲæå áŽ â.æ. öâæùŽãï àŽîçãâñè ùáëéæèâĲŽï. ïûëîâá Žéæðëé æïéæï ïŽçæå-
ýæ àŽêðëèâĲâĲæï çëâòæùæâêðâĲæïŽ áŽ ïŽûõæïæ éêæöãêâèëĲâĲæï éùæîâ àŽáŽýîâĲæ
àŽéëæûãâãï åñ ŽîŽ çëöæï ŽéëùŽêæï Žéëýïêæï áæá ùãèæèâĲŽï. Žé ïŽçæåýï ñáæáâ-
ïæ éêæöãêâèëĲŽ Žóãï, îŽáàŽê éŽïäâŽ áŽéëçæáâĲñèæ, åñ îŽéáâêŽá àëêæãîñèŽá,
çëîâóðñèŽá Žîæï áŽïéñèæ çëöæï ŽéëùŽêŽ. éŽîåèŽù, âï îëé Žïâ Žî æõëï àŽéë-
ãŽ, îëé æï éùæîâ ùáëéæèâĲŽ, îëéâèæù öâæúèâĲŽ âóïìâîæéâêðæï áîëï áŽãñöãŽå,
àŽéëæûãâãï ŽéëêŽýïêæï áæá ùãèæèâĲŽï áŽ éæãæôâĲå ŽéëýïêŽï, îëéâèæù ïîñèæŽá
Žî Žôûâîï ïŽúæâĲâè òæäæçñî ìîëùâïï.
çëöæï ŽéëùŽêæï çëîâóðñèëĲæï ïŽçæåýæ àŽêæýæèâĲŽ øãâñèâĲîæãæ ûîòæãæ ïæï-

ðâéæïŽåãæï. Žáàæèæ Žóãï Žïâå

åâëîâéŽ 4.1. ãåóãŽå àãŽóãï çëöæï ŽéëùŽêŽ:

dx

dt
= A(t)x+ b(t), (4.1)

x(t0) = x0, (4.2)

ïŽáŽù A ∈ Cn×n(I), b ∈ Cn(I), t0 ∈ I, x0 ∈ Rn (I ïŽïîñèæ ïâàéâêðæŽ). éŽöæê
êâĲæïéæâîæ ε > 0-åãæï ŽîïâĲëĲï æïâåæ δ > 0, îëé îëàëîæù Žî ñêáŽ æõëï t∗ ∈ I,
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x ∗ ∈ Rn, P ∈ Cn×n(I), q ∈ Cn(I) åñ áŽùñèæŽ ìæîëĲŽ∣∣t∗ − t0
∣∣+ ∥∥x ∗ − x0

∥∥+ ∫
I

[∥∥A(τ)− P(τ)
∥∥+ ∥∥b(τ)−

q(τ)
∥∥]dτ < δ, (4.3)

éŽöæê ∥∥x(t)− y(t)
∥∥ < ε, t ∈ I, (4.4)

ïŽáŽù x(t) Žîæï (4.1), (4.2) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ, ýëèë y(t) çæ

dy

dt
= P(t) y + q(t), (4.1∗)

y(t∗) = x ∗, (4.2∗)

ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ.

ñýâöŽá îëé ãåóãŽå, âï åâëîâéŽ àãâñĲêâĲŽ, îëé åñ çëöæï ŽéëùŽêæï ëîæ éë-
êŽùâéæ ïŽçéŽîæïŽá ŽýèëŽ âîåéŽêâååŽê, öâïŽĲŽéæïæ ŽéëýïêâĲæù ïŽçéŽîæïŽá éùæ-
îâá àŽêïýãŽãáâĲæŽê âîåéŽêâåæïŽàŽê. öâãêæöêëå, îëé (4.3) ìæîëĲŽöæ øãâê éë-
ãæåýëãâå òñêóùæâĲæï æêðâàîŽèñîæ ïæŽýèëãâ. öâàãâúèë éëàãâåýëãŽ ïæŽýèëãâ
éŽóïæéñéæï éæýâáãæå. â.æ.

max
∥∥A(τ)− P(τ)

∥∥+max
∥∥b(τ)− q(τ)

∥∥ < δ.

ùýŽáæŽ, åñ òñêóùæâĲæ âîåéŽêâååŽê ŽýèëŽ éŽóïæéñéæï éæýâáãæå, æïæêæ æêðâàîŽ-
èñîŽáŽù Žýèëï æóêâĲæŽê âîåéŽêâååŽê. éŽàîŽé ìæîæóæå, âï Žïâ Žî Žîæï. ŽéŽï
àãæøãâêâĲï

éŽàŽèæåæ. ãåóãŽå xk(t) éëùâéñèæ òñêóùæâĲæŽ [0, 1]-äâ Žïâåæ àîŽòæçæå

ýëèë x0(t) ≡ 0, xk(t) =


0 îëùŽ

1

k
≤ t ≤ 1,

1− kt îëùŽ 0 ≤ t <
1

k
.

k = 1, 2, . . .

éŽöæê ùýŽáæŽ
1∫
0

∣∣x0(t)− xk(t)
∣∣dt = 1

2k
. â.æ. æêðâàîŽèñîŽá xk(t) îŽàæêá Žýèëï

éæãŽ x0(t)-åŽê, éŽàîŽé max
0≤t≤1

∣∣xk(t) − x0(t)
∣∣ = 1. ŽéîæàŽá øãâêæ éëåýëãêŽ ñòîë

ïñïðæŽ áŽ â.æ. ñòîë äñïðæù.

âýèŽ áŽãŽéðçæùëå åâëîâéŽ.
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áŽéðçæùâĲŽ. îëàëîù èâóùæŽ 2-öæ ãêŽýâå, àãŽóãï

x(t) = x0 +

t∫
t0

[
A(τ)x(τ) + b(τ)

]
dτ,

y(t) = x ∗
0 +

t∫
t∗

[
P(τ) y(τ) + q(τ)

]
dτ

áŽ

x(t)− y(t) =
(
x0 − x ∗)+ t∗∫

t0

[
A(τ)x(τ) + b(τ)

]
dτ+

+

t∫
t∗

[
b(τ)− q(τ)

]
dτ+

+

t∫
t∗

[
A(τ)− P(τ)

]
x(τ) dτ +

t∫
t∗

P(τ)
[
x(τ)− y(τ)

]
dτ.

åñ ŽôãêæöêŽãå c0 = max
{
∥x(t)∥, t ∈ I

}
, îëéâèæù ŽîïâĲëĲï, îŽáàŽê I øŽçâ-

ðæèæŽ, éæãæôâĲå

∥∥x(t)−y(t)
∥∥ ≤

∥∥x0 − x ∗∥∥+ ∣∣∣∣
t∗∫

t0

[
c0∥A(τ)∥+ ∥b(τ)∥

]
dτ

∣∣∣∣+
+

∫
I

∥∥b(τ)− q(τ)
∥∥dτ ++c0

∫
I

∥∥A(τ)− P(τ)
∥∥ dτ+

+

∣∣∣∣
t∫

t∗

∥P(τ)∥ ·
∥∥x(τ)− y(τ)

∥∥ dτ ∣∣∣∣. (4.5)

Žôãêæöêëå c∗ = max
{
c0∥A(t)∥ + ∥b(t)∥ : t ∈ I

}
, îëéâèæù ŽîïâĲëĲï I-

æï øŽçâðæèëĲæï áŽ öâéëïŽäôãîñèëĲæï àŽéë. ùýŽáæŽ (4.3)-æï àŽåãŽèæïûæêâĲæå
àãâóêâĲŽ ∣∣∣∣

t∗∫
t0

[
c0∥A(τ)∥+∥b(τ)∥

]
dτ

∣∣∣∣≤c∗
∣∣∣∣

t∗∫
t0

dτ

∣∣∣∣=c∗|t0−t∗|≤c∗ δ. (4.6)

Žéæðëé (4.5)-áŽê çãèŽã (4.3)-æï àŽéëõâêâĲæå àãŽóãï

∥∥x(t)− y(t)
∥∥ ≤ (1 + C0 + c∗)δ +

∣∣∣∣
t∫

t∗

∥∥P(τ)
∥∥ · ∥∥x(τ)− y(τ)

∥∥ dτ ∣∣∣∣,
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ïŽáŽù C0 = max{c0, 1}.
(4.6)-áŽê àîëêñëè-ĲâèéŽêæï èâéæï àŽéëõâêâĲæå (æý. èâéŽ 2.3) àãŽóãï∥∥x(t)− y(t)

∥∥ ≤ (1 + C0 + c∗)δ e
∫
I ∥P(τ)∥dτ . (4.7)

(4.3) ìæîëĲæï àŽéë∫
I

∥P(τ)∥ dτ ≤
∫
I

∥∥P(τ)− A(τ)
∥∥ dτ +

∫
I

∥A(τ)∥ dτ ≤ δ+

+

∫
I

∥A(τ)∥ dτ ≤ 1 +

∫
I

∥A(τ)∥ dτ. (4.8)

îŽáàŽê åŽãæáŽêãâ öâàãæúèæŽ ãæàñèæïýéëå, îëé δ ≤ 1.
åñ ŽôãêæöêŽãå c̃ = (1 + C0 + c∗)δ e1+

∫
I ∥A(τ)∥dτ , (4.7) éëàãùâéï∥∥x(t)− y(t)
∥∥ ≤ c̃ δ. (4.9)

åñ öâãŽîøâãå δ-ï æïâ, îëé δ ≤ 1 áŽ c̃ δ < ε, (4.9)-áŽê àŽéëáæï (4.4). �
ãŽøãâêëå, îëé åâëîâéŽ 4.1 ïŽéŽîåèæŽêæ áŽîøâĲŽ æàæãâ ìæîëĲâĲöæ åñ I-ï ãæ-

àñèæïýéâĲå êâĲæïéæâî öñŽèâáŽá éýëèëá áŽéŽðâĲæå ãæàñèæïýéâĲå, îëé A áŽ
b òñêóùæâĲæ ŽĲïëèñðñîŽá æêðâàîâĲŽáæŽ I öñŽèâáöæ. èâóùæŽ 3-öæ àŽêýæèñè
ŽéëùŽêŽöæ ãŽøãâêëå, îëé Žé ìæîëĲâĲöæ x(t) êëîéæå öâéëïŽäôãîñèæŽ. Žïâ îëé
∥x(t)∥ ≤ c0, t ∈ I. Žéæðëé (4.5) ñðëèëĲŽ çãèŽã úŽèŽöæ áŽîøâĲŽ, åñ ïûëîâá
Žé c0-ï ãæàñèæïýéâĲå. (4.8) ñðëèëĲŽ àãæøãâêâĲï, îëé P(t)-ù ŽĲïëèñðñîŽá æê-
ðâàîâĲŽáæŽ I-äâ. Žéæðëé æêðâàîâĲŽáæ æóêâĲŽ ∥A(t)− P(t)∥ áŽ ∥b(t)− q(t)∥-ù.
(4.5) ñðëèëĲŽöæ∥∥x0 − x ∗∥∥+ ∫

I

∥∥b(τ)− q(τ)
∥∥dτ + c0

∫
I

∥∥A(τ)− P(τ)
∥∥ dτ

æïâã öâòŽïáâĲŽ (1 + c0)δ. Žôãêæöêëå

w(δ) = max

{∣∣∣∣
t∫

t0

[
c0∥A(τ)∥+ ∥b(τ)∥

]
dτ

∣∣∣∣ : t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] ∩ I

}
.

âï îæùýãæ ŽîïâĲëĲï, îŽáàŽê δ-ï öâéùæîâĲæï ýŽîþäâ õëãâèåãæï öâæúèâĲŽ éæ-
ãŽôûæëå æéŽï, îëé âï åŽêŽçãâåŽ ïâàéâêðæ æõëï. ùýŽáæŽ lim

δ→0
w(δ) = 0, îŽáàŽê

æêðâàîŽèæï éêæöãêâèëĲŽ t0-äâ êñèæŽ. Žéæðëé îŽáàŽê |t0 − t∗| < δ,
àãŽóãï ∣∣∣∣

t∗∫
t0

[
c0∥A(τ)∥+ ∥b(τ)∥

]
dτ

∣∣∣∣ ≤ w(δ)
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Žïâ îëé ïŽĲëèëëá àãâóêâĲŽ∥∥x(t)− y(t)
∥∥ ≤

[
(1 + c0)δ + w(δ)

]
e1+

∫
I ∥A(τ)∥dτ .

éŽîþãâêŽ éýŽîâ çæ δ-ï öâîøâãæï ýŽîþäâ îŽàæêá éùæîâ àŽýáâĲŽ. A áŽ b òñêóùæ-
âĲï ŽĲïëèñðñî æêðâàîâĲŽáëĲæï ìæîëĲŽï åñ éëãýïêæå åâëîâéŽ ñçãâ Žî æóêâĲŽ
ïûëîæ. éëãæõãŽêëå Žéæï ëîæ éŽàŽèæåæ.

éŽàŽèæåæ. 1) ãåóãŽå I = (0,+∞) áŽ àãŽóãï
dx

dt
=

1

t
x àŽêðëèâĲŽ x(t0) = x0

ïŽûõæïæ ìæîëĲæå. (1.7′)-æï úŽèæå Žé ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ Žîæï

x(t) = x0 e
∫ t

t0

dτ
τ = x0 e

ln t
t0 =

x0
t0

t.

åñ öâãñùãèæå ïŽûõæï ìæîëĲâĲï y(t∗) = x∗, éæãæôâĲå y(t) =
x∗

t∗
t ŽéëýïêŽï. Žïâ,

îëé |x(t)−y(t)| =
∣∣∣x∗
t∗

− x0
t0

∣∣∣t. îëàëîæù Žî ñêáŽ æõëï x0, t0, x∗, t∗, t-ï àŽäîáæï

ýŽîþäâ ŽéŽï êâĲæïéæâîŽá áæáï àŽãýáæå. ŽéîæàŽá éýëèëá ïŽûõæïæ ìæîëĲâĲæï
öâùãèŽéŽù çæ àŽéëæûãæŽ ŽéëêŽýïêæï áæáæ ùãèæèâĲŽ. õëãâèæãâ âï çæ æéæï àŽéë

éëýáŽ, îëé
1

t
Žî Žîæï æêðâàîŽèæ (0,+∞)-äâ.

2) ãåóãŽå I ïŽïîñèæŽ. ãåóãŽå I = (0, 1) áŽ àãŽóãï çëöæï ŽéëùŽêŽ

dx

dt
= − 1

t2
x, x(t0) = x0.

æïâã (1.7′)-æï úŽèæå

x(t) = x0 e
∫ t

t0
− dτ

τ2 = x0 e
1
t−

1
t0 .

Žïâãâ y(t) = x∗ e
1
t−

1
t∗ , Žïâ, îëé

|y(t)− x(t)| =
∣∣x0 e− 1

t0 − x∗ e−
1
t∗
∣∣ e1

t .

t-ï êñèåŽê éæŽýèëâĲæïŽï âï àŽéëïŽýñèâĲŽ îŽàæêá áæáæ öâæúèâĲŽ àŽãýŽáëå.
àŽêãæýæèëå æêðâàîŽèñî àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽ

x(t) = f(t) +

t∫
t0

K(t, τ)x(τ) dτ. (∗)

éŽï ñûëáâĲâê ãëèðâîŽï ðæìæï ûîòæã æêðâàîŽèñî àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽï. (2.8)
ïæïðâéŽ éææôâĲŽ, îëàëîù éæïæ çâîúë öâéåýãâãŽ. Žé ïæïðâéæïŽåãæï Žáàæèæ Žóãï
ŽîïâĲëĲæïŽ áŽ âîåŽáâîåëĲæï

åâëîâéŽ. ãåóãŽå K ∈ Cn×n(I × I) áŽ f ∈ Cn(I), ïŽáŽù I êâĲæïéæâîæ öñŽèâ-
áæŽ, (∗) ïæïðâéŽï Žóãï âîåŽáâîåæ ñûõãâðæ ŽéëêŽýïêæ.
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æïâãâ îëàëîù åâëîâéŽ 2.1-æï áŽéðçæùâĲæïŽï àŽêãæýæèëå ãâóðëî òñêóùæŽåŽ
éæéáâãîëĲŽ

x0(t) ≡ f(t), xk(t) = f(t) +

t∫
t0

K(t, τ) xk−1(τ) dτ.

àãâóêâĲŽ

∥∥xk(t)− xk−1(t)
∥∥ ≤

∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥K(t, τ)
∥∥ · ∥∥xk−1(τ)− xk−2(τ)

∥∥ dτ ∣∣∣∣.
àŽêãæýæèëå êâĲæïéæâîæ I∗ ⊂ I ïâàéâêðæ. îŽáàŽê k ñûõãâðæŽ, ∥k(t, τ)∥ ≤ M ,
ïŽáŽù t ∈ I∗, τ ∈ I∗ â.æ.

∥∥xk(t)− xk−1(t)
∥∥ ≤

∣∣∣∣
t∫

t0

M
∥∥xk−1(τ)− xk−2(τ)

∥∥ dτ ∣∣∣∣.
Žéæðëé èâéŽ 2.2-æï åŽêŽýéŽá àãŽóãï∥∥xk(t)− xk−1(t)

∥∥ ≤ c0
(k − 1)!

rk−1,

ïŽáŽù r =
∫
I∗
M dτ . áŽêŽîøâêæ éïþâèëĲŽ æàæãâ æóêâĲŽ, îŽù åâëîâéŽ 2.1-öæ. Žïâãâ

áŽéðçæùáâĲŽ âîåŽáâîåëĲŽù.
(*) ïæïðâéæïŽåãæï Žáàæèæ Žóãï åâëîâéŽï çëîâóðñèëĲæï öâïŽýâĲ: åñ K ∈

Cn×n(I × I) áŽ f ∈ Cn(I), ïŽáŽù I ïŽïîñèæ ïâàéâêðæŽ, éŽöæê êâĲæïéæâîæ ε > 0-
åãæï ŽîïâĲëĲï δ > 0, îëé îëùŽ |t0 − t∗| < ε áŽ

max

{∥∥f(t)− f
∗
(t)
∥∥+ ∫

I

∥∥K(t, τ)−K∗(t, τ)
∥∥dτ : t ∈ I

}
≤ δ,

éŽöæê
∥∥x(t)− y(t)

∥∥ < ε îëùŽ t ∈ I, ïŽáŽù y(t) Žîæï

y(t) = f
∗
(t) +

t∫
t∗

K∗(t, τ) y(τ) dτ, (∗∗)

àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽ.
æïâãâ îëàëîù åâëîâéŽ 4.1-öæ, ŽóŽù àãŽóãï c0 = max

{
∥x∥ : t ∈ I

}
, ∥K(t, τ)∥ ≤

M , Žïâ îëé

∥∥x(t)− y(t)
∥∥ ≤

∥∥f(t)− f
∗
(t)
∥∥+ ∣∣∣∣

t∗∫
t0

∥K(t, τ)∥ · ∥x(τ)∥ dτ
∣∣∣∣+
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+

∣∣∣∣
t∫

t∗

∥∥K(t, τ)−K∗(t, τ)
∥∥ · ∥x(τ)∥ dτ ∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣
t∫

t∗

∥K∗(t, τ)∥ ·
∥∥x(τ)− y(τ)

∥∥ dτ ∣∣∣∣ ≤
≤δ+Mc0∥t0−t∗|+c0δ+

∣∣∣∣
t∫

t∗

∥K∗(t, τ)∥ ·
∥∥x(τ)−y(τ)

∥∥ dτ ∣∣∣∣,
∥K∗(t, τ)∥ ≤

∥∥K∗(t, τ)−K(t, τ)
∥∥+ ∥K(t, τ)∥ ≤ δ +M < 1 +M.

îŽáàŽê öâàãæúèæŽ ãæàñèæïýéëå, îëé δ ≤ 1. â.æ. àîëêñëè-ĲâèéŽêæï èâéæå
∥x(t)− y(t)∥ ≤ δ(1 +Mc0 + c0)e

∫
I(1M )dτ âï çæ êâĲæïéæâîŽá éùæîâ àŽýáâĲŽ îëùŽ

δ → 0.

4.1. ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæ áŽ áŽéëçæáâĲñèæ òñêóùæâĲæ

àŽêãæýæèëå ûîòæã âîåàãŽîëãŽê áæò. àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽ

dx

dt
= A(t) x. (4.10)

Žé ïæïðâéŽï âûëáâĲŽ âîåàãŽîëãŽê àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽ. ïŽýâèûëáâĲŽ \âîåàãŽ-
îëãŽêæ" àŽéëûãâñèæŽ æéæå, îëé éŽîþãâêŽ éýŽîâ ûŽîéëŽáàâêï x-æï éæéŽîå ûî-
òæã âîåàãŽîëãŽê òñêóùæŽï. øãâê õëãâèåãæï ãæàñèæïýéâĲå, îëé A ∈ Cn×n(I).

åâëîâéŽ 4.2. (4.10) ïæïðâéæï ŽéëýïêŽåŽ êâĲæïéæâîæ ûîòæãæ çëéĲæêŽùæŽ çãèŽã
ûŽîéëŽáàâêï (4.10) ïæïðâéæï ŽéëýïêŽï.

âï êæöêŽãï, îëé (4.10)-æï ŽéëýïêŽåŽ ïæéîŽãèâ Žîæï ûîòæãæ ïæãîùâ.

àŽêïŽäôãîâĲŽ. ãåóãŽå éëùâéñèæ xi (i = 1, . . . , k) Žîæï n-àŽêäëéæèâĲæŽêæ
ãâóðëî òñêóùæâĲæ, îëéèâĲæù I-ï ŽïŽýâãâê Rn-öæ. øãâê ãæðõãæå, îëé âï òñêóùæâĲæ

ŽîæŽê ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæ I-öæ, åñ
k∑

i=1
ci xi(t) = 0 ðëèëĲŽï êâĲæïéæâîæ

t ∈ I-åãæï Žáàæèæ Žóãï éýëèëá éŽöæê, îëùŽ ci = 0 (i = 1, . . . , k).
ùýŽáæŽ, îëé åñ òñêóùæŽåŽ ïæïðâéŽ ûîòæãŽá áŽéëçæáâĲñèæŽ I-öæ, æàæ ûîòæ-

ãŽá áŽéëçæáâĲñèæ æóêâĲŽ êâĲæïéæâî ñòîë éùæîâ öñŽèâáöæù.
ìæîæóæå çæ Žïâ Žî Žîæï. ŽéŽï éëûéëĲï:

éŽàŽèæåæ.

ãåóãŽå x1(t) áŽ x2(t) éëùâéñèæŽ àîŽòæçæå ([0, 1]-äâ ëîæãâ êñèæŽ). ùýŽáæŽ
[0, 2]-äâ æïæêæ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ. éŽàîŽé [0, 1]-äâ ŽîŽ.
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äâéëå øãâê ãàñèæïýéëĲáæå, îëé òñêóùæŽåŽ k îŽëáâêëĲŽ áŽ éŽåæ n àŽêäë-
éæèâĲŽ ïýãŽáŽïýãŽ îæùýãâĲæŽ. åñ æïæêæ ðëèæŽ, öâæúèâĲŽ öâãŽáàæêëå áâðâî-
éæêŽêðæ, îëéèæï ïãâðâĲæŽ x1, . . . , xn ãâóðëî-òñêóùæâĲæ. ŽéŽï âûáâĲŽ éëùâéñèæ
ïæïðâéæï ãîëêïçæï áâðâîéæêŽêðæ.

åâëîâéŽ 4.3. æéæïŽåãæï, îëé òñêóùæŽåŽ ïæïðâéŽ æõëï ûîòæãŽá áŽéëñçæáâ-
Ĳâèæ I-öæ, ïŽçéŽîæïæŽ éæïæ ãîëêïçæï áâðâîéæêŽêðæ I öñŽèâáæï âîå ûŽîðæèäâ
éŽæêù æõëï êñèæïŽàŽê àŽêïýãŽãâĲñèæ.

áŽéðçæùâĲŽ. ãåóãŽå âï ýáâĲŽ t0 ∈ I ûâîðæèäâ. åñ t0-ï öâãæðŽêå ãîëêïçæï
áâðâîéæêŽêðöæ, éæãæôâĲå îæùýãæå áâðâîéæêŽêðï, îëéâèæù êñèæ Žî Žîæï. Žéæ-
ðëé éæïæ ïãâðâĲæ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæ æóêâĲŽ. â.æ. øãâêæ ïæïðâéŽ ûîòæãŽá
áŽéëñçæáâĲâèæŽ {t0} ïæéîŽãèâäâ. Žéæðëé æàæ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæ æóêâĲŽ
éæï éëéùãâè I öñŽèâáäâù. �

äâéëå áŽïŽýâèâĲñèæ ìæîëĲŽ Žî Žîæï ŽñùæèâĲâèæ. éŽîåèŽù,

∣∣∣∣x x2

1 x

∣∣∣∣ ≡ 0

éŽàîŽé éæïæ ïãâðâĲæ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ.

5. äëàŽáæ áâĲñèâĲâĲæ

ûæêŽ èâóùæŽäâ àŽêýæèñèæ æõë ûîòæã âîôàãŽîëãŽê áæò. àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽ

dx

dt
= A(t) x. (5.1)

åâëîâéŽ 4.3-öæ ãŽøãâêâå, îëé ãîëêïçæï áâðâîéæêŽêðæï êñèåŽê æàæãñîŽá ŽîŽðë-
èëĲŽ ïŽçéŽîæïæŽ, éŽàîŽé ŽñùæèâĲâèæ Žî Žîæï òñêóùæŽåŽ ûîòæã áŽéëñçæáâĲèë-
ĲæïŽåãæï. éáàëéŽîâëĲŽ æùãèâĲŽ åñ òñêóùæŽåŽ ïæïðâéŽ öâáàâĲŽ (5.1) ïæïðâéæï
ŽéëêŽýïêâĲæïŽàŽê.

åâëîâéŽ 5.1. åñ
x1(t), x2(t), . . . , xn(t) (5.2)

òñêóùæâĲæ ûŽîéëŽáàâêâê (5.1) àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéæï ŽéëêŽýïêâĲï, éŽöæê éŽåæ ûî-
òæãŽá áŽéëñçæáâĲèëĲæïŽåãæï ŽñùæèâĲâèæ áŽ ïŽçéŽîæïæŽ, îëé éŽåæ ãîëêïçæï
áâðâîéæêŽêðæ I öñŽèâáæï êâĲæïéæâî ûâîðæèöæ æûëï êñèæïŽàŽê àŽêïýãŽãâĲñèæ

w(t) ̸≡ 0, t ∈ I. (5.3)

áŽéðçæùâĲŽ. Žé ìæîëĲæï ïŽçéŽîæïëĲŽ àŽéëáæï åâëîâéŽ 4.3-áŽê.
ŽñùæèâĲèëĲŽ. ïŽçéŽîæïæŽ ãŽøãâêëå, îëé åñ ãîëêïçæï áâðâîéëêŽêðæ âîå ûâî-

ðæèöæ éŽæêù êñèæŽ, (5.2) ïæïðâéŽ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ. ãåóãŽå W (t0) = 0
îëéâèæôŽù t0 ∈ I-åãæï. àŽêãæýæèëå ûîòæã âîåàãŽîëãŽê ŽèàâĲîñè àŽêðëèâ-
ĲŽåŽ ïæïðâéŽ

n∑
k=1

ck xk(t0) = o. (5.4)
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éæïæ áâðâîéæêŽêðæ æóêâĲŽ is W (t0) = 0, Žéæðëé (5.4) ïæïðâéŽï Žóãï ŽîŽðîæãæ-
Žèñîæ ŽéëýïêŽ c1, . . . , cn. àŽêãæýæèëå Žïâåæ òñêóùæŽ

x(t) =
n∑

k=1

ck xk(t).

(5.4)-æï åŽêŽýéŽá àãŽóãï
x(t0) = o. (5.5)

éâëîâï éýîæã åâëîâéŽ 4.2-æï úŽèæå x(t) Žîæï (5.1) ïæïðâéæï ŽéëêŽýïêæ áŽ â.æ.
x(t) Žîæï (5.1.), (5.5) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ. éâëîâï éýîæã, ŽéŽãâ ŽéëùŽêæï Žéë-
ýïêŽ æàæãñîŽá êñèæŽ I-äâ. Žéæðëé âîåŽáâîåëĲæï éâëîâéŽ 2.1-æï úŽèæå àãŽóãï

x(t) ≡ 0 I-äâ, â.æ.
n∑

k=1

ck xk(t) = 0 I-äâ áŽ ïæïðâéŽ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ.

�
Žé åâëîâéæáŽê öâàãæúèæŽ àŽãŽçâåëå

áŽïçãêŽ. åñ (5.2) ïæïðâéæï ãîëêïçæï áâðâîéæêŽêðæ âîå ûâîðæèöæ ñáîæï
êñèï, éŽöæê æàæ æàæãñîŽá êñèæ æóêâĲŽ. éŽîåèŽù, îŽáàŽê ãîëêïçæï áâðâîéæêŽê-
ðæ âîå ûâîðæèöæ êñèæŽ, ïæïðâéŽ ûîòæãŽá áŽéëçæáâĲñèæŽ áŽ ïýãŽ îëéâèæéâ
ûâîðæèöæ îëé êñèæïŽàŽê àŽêïýãŽãâĲñèæ æõëï ãîëêïçæï áâðâîéæêŽêðæ åâëîâ-
éŽ 4.3-æï àŽéë ïæïðâéŽ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæ àŽéëãæáëáŽ. ŽéîæàŽá, ûîòæãæ
âîåàãŽîëãŽêæ áæò. àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéæï ŽéëêŽýïêâĲæïŽàŽê öâáàâêæèæ òñêóùæ-
ŽåŽ ïæïðâéæï ãîëêïçæï áâðâîéæêŽêðæ Žê æàæãñîŽá êñèæŽ I-äâ, Žê I-æï õãâèŽ
ûâîðæèöæ êñèæïŽàŽê àŽêïýãŽãâĲñèæŽ.

àŽêéŽîðâĲŽ. (5.1) ïæïðâéæï ŽéëýïêŽåŽ (5.2) ïæïðâéŽï âûëáâĲŽ òñêáŽéâêðñ-
îæ, åñ æàæ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ, ýëèë éŽðîæùŽï, îëéèæï ïãâðâĲæ ŽîæŽê
òñêáŽéâêðŽèñîæ ïæïðâéæï ŽéëêŽýïêâĲæ âûëáâĲŽ (5.1) ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñîæ
éŽðîæùæ.

åâëîâéŽ 5.2. (5.1) ïæïðâéæï ŽéëêŽýïêåŽ òñêáŽéâêðñîæ ïæïðâéŽ áŽ â.æ. òñ-
êáŽéâêðñîæ éŽîðæùŽù ŽîïâĲëĲï.

áŽéðçæùâĲŽ. ei-æå Žôãêæöêëå n-àŽêäëéæèâĲæŽêæ ãâóðëîæ, îëéèæï i-îæ çë-

éìëêâêðæ 1-æï ðëèæŽ, ýëèë áŽêŽîøâêâĲæ 0-æŽ. ei =


0...
0
1
0...
0

 i. Žãæôëå êâĲæïéæâîæ

t0 ∈ I áŽ àŽêãæýæèëå çëöæï ŽéëùŽêŽ (5.1),

x(t0) = ei. (5.6)

õëãâèæ òæóïæîâĲñèæ i-åãæï, åâëîâéŽ 2.1-æï úŽèæå Žé ŽéëùŽêŽï Žóãï âîåŽáâ-
îåæ ŽéëýïêŽ xi(t). åñ i àŽæîĲâêï éêæöãêâèëĲâĲï 1-áŽê n-éáâ, éæãæôâĲå (5.1)
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ïæïðâéæï ŽéëýïêŽåŽ
x1, . . . , xn (5.7)

ïæïðâéŽï. Žé ïæïðâéæïåãæï ùýŽáæŽ w(t0) = 1 ̸= 0. Žéæðëé åâëîâéŽ 4.3-æï úŽèæå
(5.7) ïæïðâéŽ ûŽîéëŽáàâêï (5.1) ïæïðâéæï ŽéëêŽýïêåŽ òñêáŽéâêðñî ïæïðâéŽï.

�
öâãêæöêëå, îëé (5.1) àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùŽ àŽêïŽäôã-

îñèæŽ éñáéæã àŽáŽñàãŽîâĲâè éŽðîæùñè éŽéîŽãèŽéáâ ïæäñïðæå. ñòîë äñïðŽá
âï êæöêŽãï öâéáâàï:

åâëîâéŽ 5.3. ãåóãŽå X(t) Žîæï (5.1) ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ. éŽöæê
Y (t) æóêâĲŽ (5.1) ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ éŽöæê áŽ éýëèëá éŽöæê, îëùŽ

Y (t) = X(t)C, (5.8)

ïŽáŽù C éñáéæãæ àŽáŽñàãŽîâĲâèæ éŽðîæùŽŽ.

áŽéðçæùâĲŽ. éŽîåèŽù, åñ Žáàæèæ Žóãï (5.8) ðëèëĲŽï, det[Y (t)] =
det[X(t)] × det[C] ̸= 0 Žïâ îëé Y (t) òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùŽŽ, îŽáàŽê îëàë-
îù Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ Y (t) éŽðîæùæï ïãâðâĲæ X(t)-æï ïãâðâĲæï ûîòæãæ çëéĲæ-
êŽùæŽŽ.
ìæîæóæå, îŽáàŽê X(t) òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùŽŽ, îëàëîù óãâéëå åâëîâéŽ

5.4-öæ ãêŽýŽãå, (5.1) ïæïðâéæï õëãâèæ ŽéëýïêŽ Žîæï éæïæ ïãâðâĲæï ûîòæãæ çë-
éĲæêŽùæŽ. Žéæðëé ŽîïâĲëĲï C éŽðîæùæ, æïâåæ, îëé Žáàæèæ Žóãï (5.8) ðëèëĲŽï.
C-ï àŽáŽñàãŽîâĲèëãĲŽ çæ àŽéëéáæêŽîâëĲï æóæáŽê, îëé Y (t)-ù òñêáŽéâêðñîæ
éŽðîæùŽŽ. �

åâëîâéŽ 5.4. åñ (5.2) ûŽîéëŽáàâêï (5.1) ïæïðâéæï ŽéëêŽýïêåŽ òñêáŽéâêðñî
ïæïðâéŽï, éŽöæê (5.1) ïæïðâéæï êâĲæïéæâîæ ŽéëýïêŽ ûŽîéëæáàæêâĲŽ îëàëîù (5.2)
ïæïðâéæï ûîòæãæ çëéĲæêŽùæŽ. çâîúëá, åñ X(t) Žîæï (5.1) ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñ-
îæ éŽðîæùæ, éŽöæê (5.1) ïæïðâéæï êâĲæïéæâîæ ŽéëýïêŽ x(t) ûŽîéëæáàæêâĲŽ öâéáâàæ
ïŽýæå

x(t) = X(t)X−1(t0)x(t0) (5.9)

(îŽáàŽêX òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæŽ, æàæ öâĲîñêâĲŽáæŽ õëãâè ûâîðæèöæ), ïŽáŽù
t0 Žîæï I öñŽèâáæï êâĲæïéæâîæ ûâîðæèæ.

áŽéðçæùâĲŽ. åâëîâéŽ 4.2-æï úŽèæå ùýŽáæŽ, îëé òñêóùæŽ y(t) =
X(t)X−1(t0) x(t0) ûŽîéëŽáàâêï (5.1) ïæïðâéæï ŽéëýïêŽï, îŽáàŽê æàæ Žîæï òñ-
êáŽéâêðñîæ ŽéëýïêâĲæï ûîòæãæ çëéĲæêŽùæŽ. ŽéŽïåŽê,

y(t0) = x(t0). (5.10)

Žéæðëé y(t) Žîæï (5.1), (5.10) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ. ŽéŽãâ ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽŽ x(t).
Žéæðëé âîåŽáâîåëĲæï åâëîâéŽ 2.1-æï åŽêŽýéŽá, àãŽóãï x(t) ≡ y(t) áŽ Žáàæèæ
Žóãï (5.9) ðëèëĲŽï. �
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àŽêéŽîðâĲŽ. ãåóãŽå X(t) Žîæï (5.1) ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ. éŽöæê

C(t, t0) = X(t)X−1(t0)

éŽðîæùï, îëéâèæù àŽêïŽäôãîñèæŽ I × I ïæéîŽãèâäâ âûëáâĲŽ (5.1) ïæïðâéæï
çëöæï éŽðîæùæ.

æïéæï ïŽçæåýæ: áŽéëçæáâĲñèæŽ åñ ŽîŽ ïæïðâéæï çëöæï éŽðîæùæ òñêáŽéâêðñîæ
éŽðîæùæï ŽîøâãŽäâ. åñîéâ ŽîŽ. éŽîåèŽù, ãåóãŽå Y (t) Žîæï (5.1) ïæïðâéæï òñ-
êáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ. éŽöæê åâëîâéŽ 5.3-æï úŽèæå Žáàæèæ Žóãï (5.8) ðëèëĲŽï
áŽ

C̃(t, t0)=Y (t)Y −1(t0)=X(t)C C−1X−1(t0)=X(t)X−1(t0)=C(t, t0).

ŽéîæàŽá (5.1) ïæïðâéŽï Žóãï âîåŽáâîåæ çëöæï éŽðîæùæ.

àŽêéŽîðâĲŽ. ãåóãŽå àãŽóãï A =
(
aik
)k
i,k=1

éŽðîæùæ. éŽöæê Žé éŽðîæùæï çãŽèæ
âûëáâĲŽ éæïæ áæŽàëêŽèñîæ âèâéâêðâĲæï þŽéï áŽ ŽôæêæöêâĲŽ

Tr(A) =
n∑

i=1

aii (Trace− ðîâæï).

åâëîâéŽ 5.5 (èæñãæè-ëïðîëàîŽáïçæï òëîéñèŽ). åñ X(t) Žîæï (5.1)
ïæïðâéæï ŽéëýïêŽåŽ òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ, éŽöæê

det[X(t)] = det[X(t0)] e
∫ t

t0
Tr(A(τ))dτ . (5.11)

áŽéðçæùâĲŽ. åñ X(t) Žî Žîæï ŽéëýïêŽåŽ òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ, (5.11)
ðîæãæŽèñîæŽ, îŽáàŽê ëîæãâ éýŽîâ êñèæŽ, Žéæðëé ãæàñèæïýéëå îëé X(t) òñ-
êáŽéâêðñîæ éŽðîæùæŽ. àãŽóãï

X(t+∆t) = X(t) + Z(t,∆t)∆t,

ïŽáŽù

lim
∆t→0

Z(t,∆t) = X ′(t). (5.12)

âï Žïâ øŽãûâîëå X(t + ∆t) =
[
E + ∆t Z(t,∆t)X−1(t)

]
X(t). Žó ãïŽîàâĲèëĲå

æéæå, îëé X òñêáŽéâêðñîæŽ áŽ â.æ. àŽáŽñàãŽîâĲâèæŽ. åñ ŽôãêæöêŽãå

det[X(t)] = W (t) (5.13)

éæãæâĲå

W (t+∆t) = W (t) det
[
E +∆t Z(t,∆t)X−1(t)

]
=

= W (t)
[
1 + ∆t Tr(z(t,∆t)X−1(t)) + (∆t)2 η(t,∆t)

]
,

ïŽáŽù η(t,∆t) öâéëïŽäôãîñèæŽ îëùŽ∆t → 0.Žó øãâê àŽéëãæõâêâå æï òŽóðæ, îëé
áâðâîéæêŽêðöæ∆t-æï ìæîãâè ýŽîæïýï æúèâãŽ éýëèëá áæŽàëêŽèñîæ âèâéâêðâĲæï
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êŽéîŽãèæ. ŽóâáŽê

W (t+∆t)−W (t)

∆t
= Tr

(
z(t,∆t)X−1(t)

)
W (t) + ∆t η(t,∆t)W (t).

Žó åñ àŽáŽãŽèå äôãŽîäâ, îëùŽ ∆t → 0, (5.12)-æï àŽéë àãŽóãï

W ′(t) = Tr
(
X ′(t)X−1(t)

)
W (t). (5.14)

îŽáàŽê X(t) öâáàâĲŽ (5.1) ïæïðâéæï ŽéëêŽýïêâĲæïŽàŽê, æàæ ŽçéŽõëòæèâĲï éŽðîæ-
ùñè áæò. àŽêðëèâĲŽï X ′(t) = A(t)X(t) X ′(t)X−1(t) = A(t).
ŽóâáŽê X ′(t)X−1(t) = A(t). Žéæðëé (5.4) Žïâ àŽáŽãûâîëå

W ′(t) = Tr(A(t))W (t).

éæãæôâå ìæîãâèæ îæàæï ûîòæãæ àŽêðëèâĲŽ W (t)-ï éæéŽîå, Žéæðëé (1.7′) òë-
îéñèæå àãŽóãï

W (t) = W (t0) e
∫ t

t0
Tr(A(τ))dτ . (5.15)

åñ àŽãæåãŽèæïûæêâĲå (5.13) ŽôêæöãêâĲï, áŽãæêŽýŽãå, îëé (5.15) æàæãâŽ, îŽù
(5.11). �

6. éŽðîæùñèæ ïæïðâéâĲæ

ãåóãŽå X(t) Žîæï éŽðîæùæ, îëéèæï ïãâðâĲæù ûŽîéëŽáàâêâê áæò. àŽêðëèâ-
ĲŽåŽ (5.1) âîåàãŽîëãŽêæ ïæïðâéæï ŽéëêŽýïêâĲï. éŽöæê, îëàëîù ñçãâ öâãêæöêâå
X(t) æóêâĲŽ éŽðîæùñè áæò. àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽ

dX(t)

dt
= A(t)X(t), (6.1)

áŽ ìæîæóæå, åñ X(t) ûŽîéëŽáàâêï (6.1)-æï ŽéëýïêŽï, éæïæ ïãâðâĲæ æóêâĲŽ (5.1)

ïæïðâéæï ŽéëêŽýïêâĲæ. éŽîåèŽù,
dX(t)

dt
= A(t)X(t) ðëèëĲŽï, îëéâèæù øŽûâ-

îæèæŽ éŽðîæùñèŽá, åñ øŽãûâîå éŽðîæùñèŽá ïãâðâĲæï éæýâáãæå, éæãæôâĲå
dxi
dt

= A(t)xi(t), Žïâ îëé X(t) éŽðîæùæï ïãâðâĲæ ûŽîéëŽáàâêâê (5.1)-æï Žéë-

ýïêâĲï. õëãâèæãâ äâéëåóéñèæï åŽêŽýéŽá, ŽîïâĲëĲæïŽŽ áŽ âîåŽáâîåëĲæï åâ-
ëîâéæáŽê àŽéëéáæêŽîâëĲï, îëé îëàëîæù Žî ñêáŽ æõëï éñáéæãæ éŽðîæùæ C áŽ
t0 ∈ I (6.1) éŽðîæùñè áæò.
àŽêðëèâĲŽï âóêâĲŽ âîåŽáâîåæ ŽéëýïêŽ Žïâå ïŽûõæï ìæîëĲâĲöæ

X(t0) = C. (6.2)

éŽîåèŽù, (6.1), (6.2) ŽéëùŽêŽ òŽóðæñîŽá Žîæï n ùŽèæ (2.1′), (2.2′) Žéë-
ùŽêæï ðæìæï ŽéëùŽêâĲæï âîåëĲèæëĲŽ, ïŽáŽù áæò. àŽêðëèâĲâĲæ âîåæ áŽ æàæ-
ãâŽ, ëôëêá ïŽûõæïæ ìæîëĲâĲæ ïýãŽáŽïýãŽŽ. åæåëâñè ŽéëùŽêŽï Žóãï âîåŽáâîåæ
ŽéëýïêŽ áŽ âï ŽéëýïêâĲæ, îëàëîù ïãâðâĲæ, öâŽáàâêâê ïûëîâá (6.1), (6.2) Žéë-
ùŽêæï ïŽúæâĲâè âîåŽáâîå ŽéëýïêŽï. çâîúëá, (5.1) ïæïðâéæï õëãâèæ òñêáŽéâêðñ-
îæ éŽðîæùæ ûŽîéëŽáàâêï (6.1), (6.2) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽï, ïŽáŽù C îŽæéâ éñáéæãæ
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àŽáŽñàãŽîâĲâèæ éŽðîæùæŽ áŽ ìæîæóæå. åñ C àŽáŽñàãŽîâĲâèæ éŽðîæùæŽ, éŽöæê
(6.1), (6.2) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ æóêâĲŽ (5.1) ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ.
èâóùæŽ 5-öæ øãâê àŽêãéŽîðâå (5.1) ïæïðâéæï çëöæï éŽðîæùæ õëãâèæ òæóïæîâ-

Ĳñèæ t0-åãæï. çëöæï éŽðîæùæ ûŽîéëŽáàâêï (6.1)-æï ŽéëêŽýïêï Žïâå ïŽûõæï ìæîë-
ĲâĲöæ

X(t0) = E. (6.3)

éŽîåèŽù, Žé öâéåýãâãŽöæ X−1(t0) éñáéæãæ àŽáŽñàãŽîâĲâèæ éŽðîæùæŽ áŽ îëàë-
îù åâëîâéŽ 5.3-æï áŽéðçæùâĲæïŽï ãêŽýâå, X(t)X−1(t0)-æù æóêâĲŽ (5.1) ïæïðâéæï
òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ áŽ â.æ. (6.1)-æï ŽéëýïêŽ, ýëèë C(t0, t0) = X(t0)X

−1(t0)
= E. çëöæï éŽðîæùæï âï åãæïâĲŽ öâæúèâĲŽ éæàãâôë çëöæï éŽðîæùæï àŽêéŽîðâ-
ĲŽá. çâîúëá C(t, t0) éŽðîæùï, îëéâèæù õëãâèæ òæóïæîâĲñè t0-åãæï ûŽîéëŽá-
àâêï (6.1), (6.3) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽï, âûëáâĲŽ çëöæï éŽðîæùæ. ŽóâáŽê âîåŽáâî-
åëĲæï åâëîâéæï úŽèæå àŽéëãæáëáŽ çëöæï éŽðîæùæï âîåŽáâîåëĲŽ.
ãŽøãâêëå, îëé Žé àŽêéŽîðâĲæáŽê àŽéëáæï úãâèæ àŽêéŽîðâĲŽ. Žãæôëå (5.1) ïæ-

ïðâéæï êâĲæïéæâîæ òñêáŽéâêðñîæ ŽéëýïêŽ X(t). ùýŽáæŽ C(t, t0) = X(t)U(t0)
îŽáàŽê C(t, t0) Žîæï (6.1)-æï ŽéëêŽýïêæ.
éâëîâï éýîæã, C(t0, t0) = X(t0)U(t0) = E õëãâèæ t0 ∈ I-åãæï, Žéæðëé U(t0) =

X−1(t0) áŽ C(t, t0) = X(t)X−1(t0) = E, îæï øãâêâĲŽù àãæêáëáŽ.
îëàëîù ñçãâ Žôãêæöêâå, àãóëêáŽ: åñ X(t) Žîæï (5.1)-æï òñêáŽéâêðñîæ éŽð-

îæùæ, éŽöæê
det(X(t)) ̸= 0, t ∈ I. (6.4)

áŽãïãŽå ŽéëùŽêŽ öâĲîñêâĲæå. ãåóãŽå X ∈ C ′
n×n(0). îŽ ìæîëĲâĲï ñêáŽ ŽçéŽõë-

òæèâĲáâï æàæ áŽéŽðâĲæå, îëé ûŽîéëŽáàâêáâï îŽæéâ ñûõãâð çëâòæùæâêðâĲæŽêæ
âîåàãŽîëãŽêæ áæò. àŽêðëèâĲæï òñêáŽéâêðñî éŽðîæùï. ŽéëïŽåãæï ùýŽáæŽ Žñùæ-
èâĲâèæŽ (6.4) ìæîëĲŽ. ãŽøãâêëå, îëé æàæ ïŽçéŽîæïæùŽŽ. éŽîåèŽù àŽêãæýæèëå

A(t) = X ′(t)X−1(t). (6.5)

ùýŽáæŽ A(t) ∈ Cn×n(I). àŽêãæýæèëå (5.1) ïæïðâéŽ, ïŽáŽù A àŽêïŽäôãîñèæŽ
(6.5) òëîéñèæå. (6.5)-áŽê ùýŽáæŽ, îëé X ûŽîéëŽáàâêï (6.1)-æï ŽéëýïêŽï áŽ
îŽáàŽê æï ŽîŽàŽáŽàãŽîâĲñèæŽ, æàæ æóêâĲŽ (5.1)-æï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ.
ŽéîæàŽá øãâê áŽãŽéðçæùâå öâéáâàæ

åâëîâéŽ 6.1. æéæïŽåãæï, îëé X ∈ Cn×n(I) éŽðîæùæ ûŽîéëŽáàâêáâï îŽæéâ
ñûõãâðçëâòæùæâêðâĲæŽê ûîòæã âîåàãŽîëãŽê áæò. àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéæï òñ-
êáŽéâêðñî éŽðîæùï ŽñùæèâĲâèæ áŽ ïŽçéŽîæïæŽ, îëé ïîñèáâĲëáâï (6.4) ìæîë-
ĲŽ. ŽéŽïåŽê ïŽúæâĲâèæ ïæïðâéæï çëâòæùæâêðâĲæ àŽêæïŽäôãîâĲŽ ùŽèïŽýŽá (6.5)
òëîéñèæå.
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6.1. äëàŽáæ áâĲñèâĲŽêæ n-îæ îæàæï ûîòæã âîåàãŽîëãŽê áæòâîâê-
ùæŽèñî àŽêðëèâĲâĲæï öâïŽýâĲ

èâóùæŽ 3-öæ øãâê àŽêãæýæèâå n-îæ îæàæï ûîòæãæ áæò. àŽêðëèâĲâĲæ (æý. (3.9)).
âîåàãŽîëãŽê áæò. àŽêðëèâĲâĲï âóêâĲŽ Žïâåæ ïŽýâ

u(n) =
n∑

k=1

pk(t)u
(k−1), (6.6)

ïŽáŽù pk ∈ C(I). øãâê Žôãêæöêâå, îëé (6.6) âçãæãŽèâêðñîæŽ öâéáâàæ ïæïðâéæï

dx

dt
= A(t) x, (6.6′)

ïŽáŽù A(t) Žîæï öâéáâàæ éŽðîæùæ

A(t) =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 · · · 1

p1(t) p2(t) p3(t) · · · pn(t)

 . (6.7)

âçãæãŽèâêðëĲŽ àãâïéæï öâéáâàæ Žäîæå: (6.6’)-æï õëãâèæ Žéëýïêæï ìæîãâèæ çëé-
ìëêâêðæ ûŽîéëŽáàâêï (6.6)-æï ŽéëýïêŽï, ýëèë åñ u Žîæï (6.6)-æï ŽéëýïêŽ, éŽöæê

x =


u
u′...

u(n−1)

 æóêâĲŽ (6.6’)-æï ŽéëýïêŽ. àŽêãæýæèëå òñêóùæŽåŽ ïæïðâéŽ

ui (i = 1, . . . , n). (6.8)

Žé ïæïðâéæï ãîëêïçæï áâðâîéæêŽêðæ ãñûëáëå áâðâîéëêŽêðï

W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1(t) · · · un(t)
u′1(t) · · · u′n(t)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

u
(n−1)
1 (t) · · · u

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
îëàëîù Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ ui ïçŽèŽîñèæ òñêóùæŽåŽ ïæïðâéæï áâðâîéæêŽê-

ðæ âï æàæãâŽ îŽù xi =


ui
u′i...

u
(n−1)
i

 (i = 1, . . . , n) ãâóðëî òñêóùæŽåŽ ïæïðâéæï

ãîëêïçæï áâðâîéæêŽêðæ. ùýŽáæŽ, åñ xi ïæïðâéŽ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ, ûî-
òæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæ æóêâĲŽ (6.8) ïæïðâéŽù. ìæîæóæå, åñ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâ-
ĲâèæŽ (6.8) ïæïðâéŽ, ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæ æóêâĲŽ xi ïæïðâéŽù. Žéæðëé (6.8)
ïæïðâéæï ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲèëĲæïŽåãæï I-öæ ïŽçéŽîæïæŽ I öñŽèâáæï âîå t0



32

ûâîðæèöæ éŽæêù W (t0) ̸= 0 (åâëîâéŽ 4.3). éŽàîŽé ŽóŽù âï ìæîëĲŽ Žî Žîæï Žñùæ-
èâĲâèæ. éŽà. Žãæôëå u1(t) = t2 îëùŽ t ≥ 0 áŽ u1(t) = 0 îëùŽ t < 0, ýëèë
u2(t) = 0 îëùŽ t ≥ 0 áŽ u2(t) = t2 îëùŽ t < 0

u1(t) =

{
t2, t ≥ 0,

0, t < 0,
u2(t) =

{
0, t ≥ 0,

t2, t < 0.

ùýŽáæŽ

u′1(t) =

{
2t, t ≥ 0,

0, t < 0,
u′2(t) =

{
0, t ≥ 0,

2t, t < 0.

âï òñêóùæâĲæ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ. éŽàîŽé ãîëêïçæï áâðâîéæêŽêðæ æàæ-
ãñîŽá êñèæŽ. (6.6)-æï ŽéëýïêŽåŽ ïæïðâéŽï

u1, u2, . . . , un (6.9)

ãñûëáëå òñêáŽéâêðñîæ, åñ æàæ ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ I-öæ. ùýŽáæŽ, îëé
åñ (6.8) Žîæï (6.6)-æï òñêáŽéâêðñîæ ïæïðâéŽ, éŽöæê

xi =


ui
u′i...

u
(n−1)
i

 (i = 1, . . . , n) (6.10)

æóêâĲŽ (6.6′) ïæïðâéæï ŽéëýïêŽåŽ òñêáŽéâêðñîæ ïæïðâéŽ áŽ ìæîæóæå.
(6.6’)-æï ŽéëýïêŽåŽ òñêáŽéâêðñîæ ïæïðâéæï ìæîãâèæ çëéìëêâêðâĲæï âîåëĲèæ-

ëĲŽ óéêæï (6.6)-æï ŽéëýïêŽåŽ òñêáŽéâêðñî ïæïðâéŽï.
Žéæðëé âîåàãŽîëãŽê ûîòæã áæò. àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéâĲæïŽåãæï áŽéðçæùâ-

Ĳñèæ åâëîâéâĲæáŽê ñöñŽèëá àŽéëáæï öâéáâàæ åâëîâéâĲæ:

åâëîâéŽ 6.2. (6.6) áæò. àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽåŽ òñêáŽéâêðñîæ ïæïðâéŽ Žî-
ïâĲëĲï (æý. åâëîâéŽ 5.2).

åâëîâéŽ 6.3. æéæïŽåãæï, îëé (6.6) àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽåŽ âîåëĲèæëĲŽ
ûŽîéëŽáàâêáâï òñêáŽéâêðñîæ ïæïðâéŽï, ŽñùæèâĲâèæ áŽ ïŽçéŽîæïæŽ, îëé éæïæ
ãîëêïçæï áâðâîéæêŽêðæ I öñŽèâáæï åñêáŽù âîå ûâîðæèöæ àŽêïýãŽãáâĲëáâï
êñèæïŽàŽê (æý. åâëîâéŽ 5.1).

åâëîâéŽ 6.4. (6.6) àŽêðëèâĲæï õãâèŽ ŽéëêŽýïêåŽ ïæéîŽãèâ ûŽîéëŽáàâêï
ûîòæã ïæãîùâï, îëéèæï ĲŽäæïæŽ ŽéëýïêŽåŽ òñêáŽéâêðñîæ ïæïðâéŽ.

âï Žîæï ïýãŽ ïæðõãâĲæå àŽéëåóéñèæ æï òŽóðæ, îëé òñêáŽéâêðñîæ ŽéëýïêŽåŽ
ûîòæãæ çëéĲæêŽùæŽ çãèŽã ŽéëýïêŽŽ áŽ õëãâèæ ŽéëýïêŽ ûŽîéëæáàæêâĲŽ òñêáŽéâ-
êðñîæ ïæïðâéæï ŽéëýïêŽåŽ ûîòæãæ çëéĲæêŽùææï ïŽýæå (æý. åâëîâéŽ 4.2 áŽ 5.4).
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åâëîâéŽ 6.5. åñ u1, u2, . . . , un ûŽîéëŽáàâêï (6.6) àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêâĲï,
ýëèë W (t) Žîæï éŽåæ ãîëêïçæï áâðâîéæêŽêðæ, éŽöæê ïŽéŽîåèæŽêæŽ öâéáâàæ òë-
îéñèŽ

W (t) = W (t0) e
∫ t

t0
pn(τ) dτ . (6.11)

âï òëîéñèŽ ìæîáŽìæî àŽéëáæï (5.15) òëîéñèæáŽê, îŽáàŽê Žé öâéåýãâãŽöæ
Tr(A(t)) = pn(t).

åâëîâéŽ 6.6. æéæïŽåãæï, îëé I öñŽèâáöæ n-þâî ñûõãâðŽá áæòâîâêùæîâĲŽá
òñêóùæŽåŽ âîåëĲèæëĲŽ ûŽîéëŽáàâêáâï îŽæéâ ñûõãâð çëâòæùæâêðâĲæŽêæ n-îæ
îæàæï ûîòæã âîåàãŽîëãŽê áæò. àŽêðëèâĲŽåŽ ŽéëýïêŽåŽ âîåëĲèæëĲŽï, Žñùæ-
èâĲâèæ áŽ ïŽçéŽîæïæŽ, îëé éæïæ ãîëêïçæï áâðâîéæêŽêðæ I öñŽèâáöæ àŽêïýãŽãâ-
Ĳñèæ æõëï êñèæïŽàŽê (æý. åâëîâéŽ 6.1).

öâéëãæôëå çëöæï òñêóùæŽåŽ ùêâĲŽ.
C òñêóùæŽï, îëéâèæù I × I ïæéîŽãèâï àŽáŽïŽýŽãï R-öæ âûëáâĲŽ (6.6) àŽêðë-

èâĲæï çëöæï òñêóùæŽ, åñ õëãâèæ òæóïæîâĲñèæ t0-åãæï I-áŽê C(t, t0) Žîæï (6.6)
àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽ ïŽûõæï ìæîëĲâĲöæ

u(t0) = 0

u′(t0) = 0

· · · · · · · ·
u(n−1)(t0) = 1.

àŽêãæýæèëå Žïâåæ éâëîâ îæàæï ûîòæãæ âîåàãŽîëãŽêæ áæò. àŽêðëèâĲŽ

u′′ = p1(t)u+ p2(t)u
′. (6.12)

ãåóãŽå øãâê ãæìëãâå Žé àŽêðëèâĲæï âîåŽáâîåæ ŽéëýïêŽ u1(t), îëéâèæù ŽîïŽá
îŽôŽù I0 ⊂ I öñŽèâáöæ Žî ýáâĲŽ êñèæ. éŽöæê I0 öñŽèâáöæ öâàãæúèæŽ ŽãŽàëå
(6.12) àŽêðëèâĲæï u2(t) ŽéëýïêŽ, îëéâèæù ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ u1(t)-åŽê
áŽ â.æ. öâàãæúèæŽ ùýŽáæ ïŽýæå ŽãŽàëå (6.12)-æï êâĲæïéæâîæ ŽéëýïêŽ. Žïâåæ u2(t)

ŽîïâĲëĲï. Žôãêæöêëå W (t) =

∣∣∣∣∣u1(t) u2(t)

u′1(t) u′2(t)

∣∣∣∣∣. (6.11)-æï úŽèæå àãŽóãï

W (t) = W (t0) e
∫ t

t0
p2(τ) dτ , t0 ∈ I.

àãŽóãï
u′2(t)u1(t)− u′2(t)u2(t)

u21(t)
=

W (t0)

u21(t)
e
∫ t

t0
p2(τ) dτ

Žêñ,
d

dt

(u2(t)
u1(t)

)
=

W (t0)

u21(t)
e
∫ t

t0
p2(τ) dτ
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ãŽæêðâàîëå ëîæãâ éýŽîâ t0-áŽê t-éáâ áŽ àŽãŽéîŽãèëå u1(t)-äâ. éæãæôâĲå

u2(t) =
u2(t0)

u1(t0)
u1(t) +W (t0)u1(t)

t∫
t0

1

u21(τ)
e
∫ τ

t0
p2(s) dsdτ.

åñ ãæàñèæïýéâĲå, îëé u2(t0) = 0 áŽ u′2(t0) =
1

u1(t0)
(Žïâåæ u2 ŽîïâĲëĲï Žîïâ-

ĲëĲæïŽ áŽ âîåŽáâîåëĲæï åâëîâéæï úŽèæå), éæãæôâĲå, îëé W (t0) = 1, â.æ.

u2(t) = u1(t)

t∫
t0

1

u21(τ)
e
∫ τ

t0
p2(s) ds dτ.

Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ, îëé u1(t) áŽ u2(t) ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲèâĲæŽ I0-äâ, éŽîå-
èŽù, îëé æõëï

c1 u1(t) + c2 u1(t)

t∫
t0

1

u21(t)
e
∫ t

t0
p2(s) ds dτ ≡ 0,

ïŽáŽù c1 áŽ c2 âîåáîëñèŽá êñèæ Žî Žîæï, ùýŽáæŽ ñêáŽ æõëï c2 ̸= 0 îŽáàŽê
u1(t) ̸≡ 0 I0-äâ, â.æ.

t∫
t0

1

u21(t)
e
∫ t

t0
p2(s) ds dτ ≡ −c1

c2
.

âï çæ öâñúèâĲâèæŽ. ŽéîæàŽá àãŽóãï Žïâåæ

åâëîâéŽ 6.7. åñ u1(t) Žîæï (6.12) àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽ, îëéâèæù àŽêïýãŽ-
ãâĲñèæŽ êñèæïàŽê I0-æï êâĲæïéæâî ûâîðæèöæ, éŽöæê Žé àŽêðëèâĲæï êâĲæïéæâîæ
ŽéëýïêŽ Žôêæöêñè öñŽèâáöæ éëæùâéŽ öâéáâàæ òëîéñèæå

u(t) = c1 u1(t) + c2 u1(t)

t∫
t0

1

u21(t)
e
∫ t

t0
p2(s) ds dτ. (6.13)

7. ŽîŽâîåàãŽîëãŽê ïæïðâéâĲæï ŽéëýïêŽ éñáéæãåŽ ãŽîæŽùææï
éâåëáæå. çëöæï ŽéëùŽêŽ

àŽêãæýæèëå áæò. àŽêðëèâĲŽåŽ ûîòæãæ ŽîŽâîåàãŽîëãŽêæ ïæïðâéŽ

dx

dt
= A(t)x+ b(t) (7.1)

áŽ áŽãïãŽå çëöæï ŽéëùŽêŽ
x(t0) = x0. (7.2)

îëàëîù õëãâèåãæï øãâê ãàñèæïýéëĲå, îëé A ∈ Cn×n(I), b ∈ Cn(I), t0 ∈
I, x0 ∈ Rn ŽîïâĲëĲæïŽ áŽ âîåŽáâîåëĲæï åâëîâéŽ 2.1-æï úŽèæå, (7.1), (7.2)
ŽéëùŽêŽï õëãâèåãæï àŽŽøêæŽ âîåŽáâîåæ ŽéëýïêŽ.
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øãâêæ éæäŽêæŽ ãæìëãëå æàæ. îëùŽ n = 1, àãŽóãï ìæîãâèæ îæàæï ûîòæãæ áæò.
àŽêðëèâĲŽ. A(t) áŽ b(t) Žé áîëï øãâñèâĲîæãæ òñêóùæâĲæŽ. îëàëîù (1.7′) òë-
îéñèŽ àãæøãâêâĲï (7.1), (7.2) ŽéëùŽêŽï Žóãï öâéáâàæ ŽéëýïêŽ

x(t) = x0 e
∫ t

t0
A(τ) dτ +

t∫
t0

b(τ) e
∫ t

τ A(s) dsdτ. (7.3)

áŽãñçãæîáâå e
∫ t

t0
A(τ) dτ àŽéëïŽýñèâĲŽï. îëàëîù Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ êâĲæïéæâîæ

òæóïæîâĲñèæ t0-åãæï æàæ ûŽîéëŽáàâêï (7.1)-æï öâïŽĲŽéæï âîåàãŽîëãŽê àŽêðë-
èâĲŽåŽ ïæïðâéæï (øãâêï öâéåýãâãŽöæ àŽêðëèâĲæï)

dy

dt
= A(t) y. (7.10)

ŽéëýïêŽï ïŽûõæïæ ìæîëĲæå y(t0) = 1.

Žéæðëé, îëàëîù èâóùæŽ 6-öæ ãêŽýâå, ŽóâáŽê àŽéëáæï, îëé e
∫ t

t0
A(τ) dτ Žîæï

(7.10) ïæïðâéæï (øãâêï öâéåýãâãŽöæ àŽêðëèâĲæï) çëöæï éŽðîæùæ (øãâêï n = 1
öâéåýãâãŽöæ òñêóùæŽ) C(t, t0) Žïâ îëé (7.3) öâæúèâĲŽ Žïâ àŽáŽãûâîëå

x(t) = C(t, t0)x0 +

t∫
t0

C(t, τ) b(τ) dτ. (7.4)

àŽêïýãŽãâĲæå (7.3) òëîéñèæïŽàŽê (7.4) òëîéñèŽï Žäîæ Žóãï æé öâéåýãâãŽöæù,
îëùŽ n > 1. Žéæðëé ĲñêâĲîæãŽá æïéæï çæåýãŽ ïŽéŽîåèæŽêæŽ åñ ŽîŽ (7.4) òë-
îéñèŽ êâĲæïéæâîæ n-æï öâéåýãâãŽöæ, ïŽáŽù C(t, t0) Žîæï (7.10) ïæïðâéæï çëöæï
éŽðîæùæ. åñ âï ãŽøãâêâå, éŽöæê ùýŽáæŽ, îëé (7.1), (7.2) ŽéëùŽêæï ŽéëïŽýïêâ-
èŽá ïŽçéŽîæïæ õëòæèŽ ãæìëãëå (7.10) ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñîæ ŽéëêŽýïêâĲæ áŽ
öâéáâà ìŽïñýæ éëæùâéŽ âîåæ çãŽáîŽðñîæå. éåâèæ ïæúêâèâ éëáæï öâïŽĲŽéæïæ
âîåàãŽîëãŽê àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñî ïæïðâéæï ŽàâĲŽäâ. (7.4) òë-
îéñèæï áŽéðçæùâĲæï àäŽ ìæîãâèŽá áŽïŽýñè æóêŽ òîŽêàæ éâùêæâîæï èŽàîŽêíæï
éæâî.
ãåóãŽå Y (t) Žîæï (7.10)-æï êâĲæïéæâîæ òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ. éŽöæê åâëîâ-

éŽ 5.4-æï úŽèæå (7.10) ïæïðâéæï êâĲæïéæâîæ ŽéëýïêŽ ûŽîéëáàâĲŽ Žïâåæ ïŽýæå:
y(t) = Y (t) c, ïŽáŽù c îëéâèæôŽù éñáéæãæ ãâóðëîæŽ. èŽàîŽêíæï æáâŽ æéŽöæ éá-
àëéŽîâëĲáŽ, îëé éŽê c éñáéæãæï êŽùãèŽá Žæôë ùãèŽáæ ãâóðëîæ áŽ Žéëýïêæï
úâĲêŽ áŽæûõë öâéáâàæ ïŽýæå:

x(t) = Y (t) z(t). (7.5)

òŽóðæñîŽá éëãŽýáæêâå ùãèŽáåŽ àŽîáŽóéêŽ æïâ, îëé éñáéæãæï Žáàæèæ áŽæüæîŽ
òñêóùæŽé. Žéæðëé Žé éâåëáï éñáéæãåŽ ãŽîæŽùææï éâåëáæ âûëáâĲŽ.
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ãâúâĲëå z æïâ, îëé (7.5)-æå àŽêïŽäôãîñèéŽ x òñêóùæŽé áŽŽçéŽõëòæèëï (7.1).
àãŽóãï

x ′(t) = Y ′(t) z(t) + Y (t) z ′(t).

öâãæðŽêëå âï (7.1)-öæ

Y ′(t) z(t) + Y (t) z ′(t) = A(t)Y (t) z(t) + b(t).

àŽãæýïâêëå, îëé Y ′(t) = A(t)Y (t) áŽ öâãæðŽêëå âï ûæêŽ ðëèëĲŽöæ. éæãæôâĲå

Y (t) z ′(t) = b(t) Žêñ z ′(t) = Y −1(t) b(t). (7.6)

ŽéàãŽîŽá (7.5) àŽîáŽóéêæå (7.1) ïæïðâéŽ éææõãŽêâĲŽ (7.6) ïŽýâäâ. ãêŽýëå, îëàëî
àŽîáŽæóéêâĲŽ ïŽûõæïæ ìæîëĲâĲæ (7.2) åñ (7.5)-öæ öâãæðŽêå t-ï êŽùãèŽá t0-ï áŽ
àŽãæåãŽèæïûæêâĲå (7.2)-ï, éæãæôâĲå

z(t0) = Y −1(t0) x0. (7.7)

ŽéîæàŽá, åñ x(t) Žîæï (7.1), (7.2) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ, éŽöæê (7.5) ðëèëĲæå
àŽêïŽäôãîñèæ z(t) æóêâĲŽ (7.6), (7.7) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ, áŽ ìæîæóæå.
(7.6), (7.7) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ çæ éëæùâéŽ Žïâ

z(t) = Y −1(t0)x0 +

t∫
t0

Y −1(τ) b(τ) dτ.

åñ ŽéŽï öâãæðŽêå (7.5)-öæ, éæãæôâĲå (7.1), (7.2)-æï ŽéëýïêŽï

z(t) = Y (t)Y −1(t0)x0 +

t∫
t0

Y (t)Y −1(τ) b(τ) dτ

áŽ åñ àŽãæåãŽèæïûæêâĲå, îëé Y (t)Y −1(t0) = C(t, τ), éæãæôâĲå ïûëîâá (7.4)-ï.
øãâê áŽãŽéðçæùâå öâéáâàæ åâëîâéŽ 7.1.

åâëîâéŽ 7.1. (7.1), (7.2) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ ûŽîéëáàâĲŽ (7.4) òëîéñèæå,
ïŽáŽù C Žîæï (7.10) ïæïðâéæï çëöæï éŽðîæùæ.

áŽéðçæùâĲŽ. îëàëîù (7.4)-áŽê øŽêï, ŽîŽâîåàãŽîëãŽêæ ïæïðâéæï êâĲæïéæâîæ
ŽéëýïêŽ ûŽîéëáàâĲŽ, îëàëîù éæïæãâ îŽæéâ çëêçîâðñèæ ŽéëýïêæïŽ áŽ öâïŽĲŽéæïæ
âîåàãŽîëãŽêæ ïæïðâéæï äëàŽáæ Žéëýïêæï þŽéæ.
éŽîåèŽù, ùýŽáæŽ (7.1) ïæïðâéæï õëãâèæ ŽéëýïêŽ éææôâĲŽ åñ t0-ï áŽãŽòæóïæ-

îâĲå, ýëèë x0-ï ãùãèæå. éâëîâ öâïŽçîâĲæ, îëéâèæù éææôâĲŽ åñ x0 = 0 ûŽîéë-
Žáàâêï ïûëîâá (7.1) ïæïðâéæï òæóïæîâĲñè ŽéëýïêŽï, ýëèë ìæîãâèæ öâïŽçîâĲæ,
îëàëîæù Žî ñêáŽ æõëï x0(t), ûŽîéëŽáàâêï (7.10) ïæïðâéæï äëàŽá ŽéëýïêŽï.
îŽáàŽê C(t, t0) éŽðîæùæ òæóïæîâĲñèæ t0-åãæï (7.10)-æï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæ-
ùæŽ. ŽéîæàŽá, åñ ùêëĲæèæŽ (7.1)-æï îŽæéâ ŽéëýïêŽ x0(t), éŽöæê éæïæ êâĲæïéæâîæ
ŽéëýïêŽ æóêâĲŽ x(t) = Y (t) c + x0(t), ïŽáŽù Y (t) Žîæï (7.10)-ï òñêáŽéâêðñîæ
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éŽðîæùæ, ýëèë c æïâ ñêáŽ öâãŽîøæëå, îëé x(t0) = x0. âï òŽóðæ öâæúèâĲŽ ñöñ-
ŽèëáŽù öâàãâéøêæŽ. �
áŽéðçæùâĲñèæ åâëîâéŽ àŽéëãæõâêëå n-ñîæ îæàæï áæò. àŽêðëèâĲæïåãæï. àŽê-

ãæýæèëå n-ñîæ îæàæï ûîòæãæ áæò. àŽêðëèâĲŽ

u(n) =
n∑

k=1

pk(t)u
(k−1) + q(t) (7.8)

öâïŽĲŽéæï çëöæï ìæîëĲâĲöæ

u(i−1)(t0) = x0i (i = 1, . . . , n). (7.9)

Žó pk ∈ C(I), t0 ∈ J), x0i ∈ R.
ìŽîŽèâèñîŽá éëàãæýáâĲŽ (7.8)-æï öâïŽĲŽéæïæ âîåàãŽîëãŽêæ àŽêðëèâĲæï àŽê-

ýæèãŽ:

v(n) =
n∑

k=1

pk(t) v
(k−1). (7.80)

îëàëîù Žôêæöêñèæ àãóëêáŽ (èâóùæŽ 3 áŽ 6), (7.8), (7.9) âçãæãŽèâêðñîæŽ
(7.1), (7.2)-æï, ïŽáŽù

A(t) =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 · · · 1

p1(t) p2(t) p3(t) . . . pn(t)

 ,

b(t) =


0
0
...

q(t)

 , x0 =

(
x01...
x0n

) (7.10)

ŽéŽïåŽê âçãæãŽèâêðëĲŽ àãâïéæï àŽîçãâñèæ Žäîæå, îëéâèæù ñçãâ àŽêéŽîðâĲñèæ
àãóëêáŽ. Žïâåæãâ âçãæãŽèâêðëĲŽï Žáàæèæ Žóãï (7.10) áŽ (7.80)-ï öëîæï. ãåóãŽå
u(t) Žîæï (7.8), (7.9) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ.

éŽöæê, x(t) =


u(t)
u′(t)...

u(n−1)(t)

-åãæï ïŽéŽîåèæŽêæŽ (7.4). àãŽæêðâîâïâĲï b-æï ìæî-

ãâèæ çëéìëêâêðæ, Žéæðëé (7.4)-öæ àŽáŽãæáâå ìæîãâè çëéìëêâêðâĲäâ áŽ àŽãæ-
åãŽèæïûæêëå (7.10)-öæ b, éæãæôâĲå

u(t) =
n∑

i=1

ci(t, t0) x0i +

t∫
t0

cn(t, τ) q(τ) dτ, (7.11)
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ïŽáŽù c1, c2, . . . , cn ŽîæŽê C éŽðîæùæï ìæîãâèæ ïðîæóëêæï âèâéâêðâĲæ. C(t, τ)
õëãâèæ òæóïæîâĲñèæ τ -åãæï ûŽîéëŽáàâêï (7.10)-æï òñêáŽéâêðñî éŽðîæùŽï, â.æ.
éæïæ ïãâðâĲæ Žîæï (7.10)-æï ŽéëýïêâĲæ, ŽéŽïåŽê ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæ. Žéæðëé
éŽåæ ìæîãâèæ âèâéâêðâĲæ c1(t, τ), . . . , cn(t, τ) êâĲæïéæâîæ òæóïæîâĲñèæ τ -åãæï
(7.80)-ï ûîòæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæ ŽéëýïêâĲæŽ Žïâåæ ïŽûõæïæ ìæîëĲâĲæå. îŽáàŽê
C(τ, τ) = E,
àãŽóãï

∂j−1ci(t, τ)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=τ

= δij (i, j = 1, n), (7.12)

δij =

{
0 îëùŽ i ̸= j

1 îëùŽ i = j
. â.æ. àãŽóãï Žïâåæ

åâëîâéŽ 7.2. (7.8), (7.9) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ éëæùâéŽ (7.11) òëîéñèæå,
ïŽáŽù êâĲæïéæâîæ òæóïæîâĲñèæ i-åãæï ci ûŽîéëŽáàâêï (7.80) àŽêðëèâĲæï Žéë-
ýïêŽï (7.12) ïŽûõæï ìæîëĲâĲöæ.

îëàëîù øŽêï (7.11) òëîéñèŽöæ àŽêïŽçñåîâĲñèæ îëèæ âêæüâĲŽ Cn(τ, τ) òñ-
êóùæŽï, îëéâèæù æêðâàîŽèæï óãâö Žîæï. îëàëîù (7.12) àãæøãâêâĲï, æàæ ûŽîéë-
Žáàâêï (7.80) àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽï öâéáâà ïŽûõæï ìæîëĲâĲöæ (êâĲæïéæâîæ òæóïæ-
îâĲñèæ τ -åãæï)

cn(τ, τ) = 0

∂cn(t, τ)

∂t

∣∣∣
t=τ

= 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
∂n−1cn(t, τ)

∂tn−1

∣∣∣
t=τ

= 1

(7.13)

èâóùæŽ 6-öæ Žé åãæïâĲæï éóëêâ òñêóùæŽï ãñûëáâå (7.80) àŽêðëèâĲæï çëöæï
òñêóùæŽ. â.æ. cn(t, τ) õëòæèŽ (7.80) àŽêðëèâĲæï çëöæï òñêóùæŽ. ãêŽýëå åñ îë-
àëî ŽæàâĲŽ ìîŽóðæçñèŽá çëöæï òñêóùæŽ. ãåóãŽå v1(t), . . . , vn(t) Žîæï (7.80)-æï
ŽéëýïêŽåŽ òñêáŽéâêðñîæ ïæïðâéŽ. éŽöæê cn êâĲæïéæâîæ òæóïæîâĲñèæ τ -ïåãæï ûŽî-

éëáàâĲŽ îëàëîù éŽåæ ûîòæãæ çëéĲæêŽùæŽ cn(t, τ) =
n∑

i=1
αi(τ) vi(t). αi-âĲæ æïâ

ñêáŽ öâæîøâï, îëé áŽçéŽõëòæèáâï (7.13) ìæîëĲâĲæ,
n∑

i=1

αi(τ) v
(k−1)
i (τ) = 0 (k = 1, . . . , n− 1),

n∑
i=1

αi(τ) v
(n−1)
i (τ) = 1.

(7.14)

(7.14) ûŽîéëŽáàâêï α-âĲæï éæéŽîå ûîòæã ŽèàâĲîñè àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽï,
îëéèæï áâðâîéæêŽêðæ Žîæï v1, . . . , vn-âĲæï ãîëêïçæï áâðâîéæêŽêðæ, îëéâèæù
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Žîùâîå ûâîðæèöæ Žî Žîæï êñèæ. Žéæðëé çîŽéâîæï òëîéñèâĲæï åŽêŽýéŽá

αi(τ) =
wi(τ)

w(τ)
, ïŽáŽù wi(τ) Žîæï w(τ) áâðâîéæêŽêðöæ i-ñî ïãâðïŽ áŽ n-ñî

ïðîæóëêöæ éáàëéæ âèâéâêðæï ŽèàâĲîñèæ áŽéŽðâĲŽ. ŽéîæàŽá çëöæï òñêóùææïŽå-
ãæï éæãæôâå öâéáâàæ òëîéñèŽ

Cn(t, τ) =
n∑

i=1

wi(τ)

w(τ)
vi(t). (7.15)

8. éñáéæãçëâòæùæâêðâĲæŽê ûîòæã âîåàãŽîëãŽê áæò. àŽêðëèâĲŽåŽ
ïæïðâéâĲæ

àŽêãæýæèëå Žïâåæ ŽéëùŽêâĲæ:

ŽéëùŽêŽ 1. àŽêãæýæèëå àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽ

dx

dt
= A(t) x, A ∈ Cn×n

(
[0; +∞)

)
. (1)

ãåóãŽå Žé ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ öâéëïŽäôãîñèæŽ [0,+∞)-äâ, Žêñ
îŽù æàæãâŽ (1) ïæïðâéæï õãâèŽ ŽéëýïêŽ öâéëïŽäôãîñèæŽ, îŽáàŽê (1)-æï êâĲæï-
éæâîæ ŽéëýïêŽ Žîæï òñêáŽéâêðñîæ ïæïðâéæï ûîòæãæ çëéĲæêŽùæŽ. ŽéŽï àŽîáŽ
t∫
0

Tr(A(τ)) dτ óãâéëáŽê öâéëïŽäôãîñèæŽ. ãŽøãâêëå, îëé éŽöæê òñêáŽéâêðñîæ

éŽðîæùæï öâĲîñêâĲñèæù æóêâĲŽ öâéëïŽäôãîñèæ.
ãåóãŽå X(t) Žîæï (1) ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ. ãåóãŽå X(t) =(
xik(t)

)n
i,k=1

áŽ ∥X(t)∥≤L, L > 0. éŽöæê |xik(t)|≤L,X−1(t) =
( x∗ki(t)

det[X(t)]

)n
k,i=1

,

ïŽáŽù x∗ki(t) Žîæï xki(t)-æï ŽèàâĲîñèæ áŽéŽðâĲŽ. ãåóãŽå
t∫
0

Tr(A(τ)) dτ ≥ M .

éŽöæê (5.11)-æï úŽèæå àãŽóãï det[X(t)] = k e
∫ t

0 Tr(A(τ)) dτ , ïŽáŽù K = det[X(0)],
â.æ. | det[X(t)]| ≥ |k|eM . éâëîâï éýîæã, îŽáàŽê |xik(t)| ≤ L àãŽóãï |x∗ik(t)| ≤

(n−1)!Ln−1 áŽ
∣∣∣ x∗ki(t)

det[X(t)]

∣∣∣ ≤ (n− 1)!Ln−1

|k| eM
, ýëèë ∥X−1(t)∥≤ n2(n− 1)!Ln−1

|k| eM
,

â.æ. X−1(t)-ù öâéëïŽäôãîñèæŽ.

ŽéëùŽêŽ 2. ãåóãŽå áŽùñèæŽ ŽéëùŽêŽ 1-æï ìæîëĲâĲæ. àŽîáŽ ŽéæïŽ,

b ∈ Cn

(
[0; +∞)

)
áŽ

+∞∫
0

∥∥b(τ)∥∥ dt = H < +∞.

ãŽøãâêëå, îëé éŽöæê
dx

dt
= A(t)x+ b(t) (1′)

ïæïðâéæï õëãâèæ ŽéëýïêŽ öâéëïŽäôãîñèæŽ [0,+∞) öñŽèâáöæ.
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ãåóãŽå X(t) Žîæï (1)-æï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ. ìæîëĲæï úŽèæå ∥X(t)∥ ≤ L,
áŽ ŽéŽï àŽîáŽ ŽéëùŽêŽ 1-æï àŽéë àãŽóãï ∥X−1(t)∥ ≤ M . (7.4)-æå (1′) ïæïðâéæï
êâĲæïéæâîæ ŽéëêŽýïêæ Žïâ ûŽîéëáàâĲŽ

x(t) = X(t)X−1(0)x0 +

t∫
0

X(t)X−1(τ) b(τ) dτ.

ŽóâáŽê

∥∥x(t)∥∥ ≤
∥∥X(t)

∥∥ · ∥∥X−1(0)
∥∥ · ∥∥x0∥∥+ t∫

0

∥∥X(t)
∥∥ · ∥∥X−1(τ)

∥∥ · ∥∥b(τ)∥∥ dτ ≤

≤ ML
∥∥x0∥∥+ML

t∫
0

∥∥b(τ)∥∥dτ ≤ ML
∥∥x0∥∥+MLH,

â.æ. x(t) öâéëïŽäôãîñèæŽ.

ŽéëùŽêŽ 3. ãåóãŽå áŽùñèæŽ ŽéëùŽêŽ 2-æï ìæîëĲâĲæ áŽ àŽîáŽ ŽéæïŽ

B ∈ Cn×n

(
[0; +∞)

)
áŽ

+∞∫
0

∥∥B(t)
∥∥ dt = H < +∞.

éŽöæê
dx

dt
=
(
A(t) +B(t)

)
x+ b(t) (1′′)

ïæïðâéæï õëãâèæ ŽéëýïêŽ öâéëïŽäôãîñèæŽ [0,+∞)-äâ.
ãåóãŽå x(t) Žîæï (1′′)-æï ŽéëýïêŽ. æàæ ŽçéŽõëòæèâĲï ìæîëĲŽï

dx(t)

dt
= A(t)x(t) +B(t)x(t) + b(t).

ûŽîéëãæáàæêëå, îëé x(t) áŽòæóïæîâĲñèæŽ. éŽöæê, îëàëîù Ĳëèë ðëèëĲŽ àãæ-
øãâêâĲï, æàæ ûŽîéëŽáàâêï

dx

dt
= A(t)x+

(
B(t)x(t) + b(t)

)
ïæïðâéæï ŽéëýïêŽï. Žéæðëé (7.4) çëöæï òëîéñèæï úŽèæå

x(t) = X(t)X−1(0)x0 +

t∫
0

[
B(τ) x(τ) + b(τ)

]
X(t)X−1(τ) dτ,

∥∥x(t)∥∥ ≤ LM
∥∥x0∥∥+ t∫

0

(∥∥B(τ)
∥∥ · ∥∥x(τ)∥∥+ ∥∥b(τ)∥∥)MLdτ =
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= LM
∥∥x0∥∥+ LM

t∫
0

∥∥b(τ)∥∥dτ +

t∫
0

LM
∥∥B(τ)

∥∥ · ∥∥x(τ)∥∥ dτ <

< ML
∥∥x0∥∥+ LMH +

t∫
0

LM
∥∥B(τ)

∥∥ · ∥∥x(τ)∥∥ dτ.
ŽóâáŽê àîëêñëè-ĲâèéŽêæï èâéæï úŽèæå

∥x(t)∥ ≤
(
LM∥x0∥+ LMH

)
eLMH

â.æ. x(t) öâéëïŽäôãîñèæŽ.

ŽéëùŽêŽ 4. àŽêãæýæèëå Žïâåæ áæò. àŽêðëèâĲŽ

u(n) =
n∑

k=1

pk(t)u
(k−1), pk ∈ C(I). (2)

áŽãŽéðçæùëå, îëé Žé àŽêðëèâĲæï êâĲæïéæâî ŽîŽðîæãæŽèñî ŽéëýïêŽï I0 ⊂ I-áŽê
Žóãï êñèâĲæï ŽîŽñéâðâï ïŽïîñèæ îŽëáâêëĲŽ.
áŽãñöãŽå ïŽûæêŽŽôéáâàë. ãåóãŽå I0-æï ñïŽïîñèëá Ĳâãî ûâîðæèâĲöæ (2)-æï

ŽéëýïêŽ u(t) ýáâĲŽ êñèæï ðëèæ. îŽáàŽê I0 çëéìŽóðñîæŽ I-öæ, Žé ïæéîŽãèæ-
áŽê àŽéëæõëòŽ àŽêïýãŽãâĲñè ûâîðæèåŽ çîâĲŽáæ éæéáâãîëĲŽ tk (k = 1, 2, . . . ).
àãŽóãï u(tk) = 0, lim

k→∞
tk = t0, t0 ïŽäëàŽáëá I-öæŽ áŽ tk ∈ I0. Žéæðëé, îŽáàŽê

u ñûõãâðæŽ I-äâ, àãŽóãï u(t0) = 0. îŽáàŽê u(tk) = u(tk+1), îëèæï åâëîâéæï
úŽèæå ŽîïâĲëĲï ξk æïâåæ, îëé tk < ξk < tk+1 áŽ u′(ξk) = 0. ùýŽáæŽ ξk → t0,
Žéæðëé u′(t0) = 0. ŽêŽèëàæñîŽá éæãæôâĲå, îëé u(t) õëòæèŽ (2) àŽêðëèâĲæï
ŽéëýïêŽ ïŽûõæï ìæîëĲâĲöæ:

u(k−1)(t0) = 0 (k = 1, . . . , n). (3)

éŽàîŽé (2), (3) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ Žàîâåãâ Žîæï æàæãñîŽá êñèæ I-äâ. Žéæðëé,
âîåŽáâîåëĲæï àŽéë u(t) ≡ 0, â.æ. u(t) Žî õëòæèŽ ŽîŽðîæãæŽèñîæ. éæãæôâå
ûæêŽŽôéáâàëĲŽ.

ŽéëùŽêŽ 5. àŽêãæýæèëå àŽêðëèâĲŽ

u′′ = p(t)u, p ∈ C
(
[0,+∞)

)
. (4)

ŽéŽïåŽê ŽîïâĲëĲï æïâåæ t ≥ 0 áŽ (4) àŽêðëèâĲæï ŽéëêŽýïêæ u0, îëé u0(t) ̸= 0
îëùŽ t ≥ t0. ãŽøãâêëå, îëé Žé öâéåýãâãŽöæ (4) àŽêðëèâĲŽï âóêâĲŽ æïâåæ ëîæ
u1(t) áŽ u2(t) ŽéëêŽýïêæ, îëé ui(t) ̸= 0, t ≥ t0 (i = 1, 2) áŽ

+∞∫
t0

dt

u21(t)
= +∞,

+∞∫
t0

dt

u22(t)
< +∞.
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éæãéŽîåëå (6.13) òëîéñèŽï. îŽáàŽê Žó p2(t), (4)-æï êâĲæïéæâîæ ŽéëýïêæïŽåãæï
àãŽóãï

u(t) = u0(t)

[
c1 + c2

t∫
t0

dτ

u20(τ)

]
.

â.æ.
+∞∫
t0

dt

u2(t)
=

+∞∫
t0

dt

u20(t)
[
c1 + c2

∫ t
t0

dτ
u2
0(τ)

]2 .
Žôãêæöêëå

t∫
t0

dτ

u20(τ)
≡ F (t) áŽ éëãŽýáæêëå ùãèŽáåŽ àŽîáŽóéêŽ x = F (t) (F

éçŽùîŽá éëêëðëêñîæŽ). àãâóêâĲŽ

+∞∫
t0

dt

u2(t)
=

F (∞)∫
t0

dx

(c1 + c2x)2
.

Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ, îëé åñ c1 ̸= 0, c2 ̸= 0 áŽ
c1
c2

> 0, éæñýâáŽãŽá æéæïŽ F (∞)

ïŽïîñèæŽ åñ ñïŽïîñèë, éâëîâ æêðâàîŽèæ çîâĲŽáæŽ áŽ â.æ. âîåŽá çîâĲŽáæŽ

ìæîãâèæ æêðâàîŽèæù. ýëèë åñ c1 áŽ c2-ï æïâ öâãŽîøâãå, îëé
c1
c2

< 0 áŽ −c1
c2

<

F (∞), éŽöæê (0, F (∞))-öæ éâëîâ æêðâàîŽèæï éêæöãêâèï âóêâĲŽ òâïãæ −c1
c2

áŽ

îŽáàŽê éæï éæáŽéëöæ æàæ éâëîâ îæàæïŽŽ, æêðâàîŽèæ æóêâĲŽ +∞. Žéæå áâĲñèâĲŽ
áŽéðçæùâĲñèæŽ.

èâóùæŽ 7-öæ áŽãŽéðçæùâå (7.4) çëöæï òëîéñèŽ, îëéèæï éæýâáãæåŽù æûâîâ-
ĲëáŽ ŽîŽâîåàãŽîëãŽê áæò. àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéæï ŽêëýïêŽ öâïŽĲŽéæïæ âîåàãŽ-
îëãŽêæ ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæï ïŽöñŽèâĲæå. ŽéîæàŽá, éåâèæ ïæúêâèâ
àŽáŽðŽêæèæŽ òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæï ŽàâĲŽäâ. äëàŽá öâéåýãâãŽöæ Žé éŽðîæùæï
ŽàâĲŽ Žî ýâîýáâĲŽ, éŽàîŽé ŽýèŽ øãâê àŽêãæýæèŽãå âîå çâîúë öâéåýãâãŽï, îëùŽ
âï ŽéëùŽêŽ ûŽîéŽðâĲæå ûõáâĲŽ. âï Žîæï éñáéæãçëâòæùæâêðâĲæŽêæ ïæïðâéâĲæ.
éñáéæãçëâòæùæâêðâĲæŽê ûîòæã âîåàãŽîëãŽê áæò. àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽï âó-

êâĲŽ Žïâåæ ïŽýâ:

dx

dt
= Ax. (8.1)

ïŽáŽù A îŽôŽù éñáéæãæ éŽðîæùŽŽ. áŽãæïŽýëå ŽéëùŽêŽá (8.1) ïæïðâéæï òñ-
êáŽéâêðñîæ éŽðîæùæï ŽàâĲŽ. ŽéæïŽåãæï àŽêãéŽîðëå éŽðîæùæï âóïìëêâêùæŽèñîæ
òñêóùæŽ.
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îëàëîù ùêëĲæèæŽ, êŽéáãæèæ áŽ çëéìèâóïñîæ ùãèŽáæï âóïìëêâêùæŽèñîæ òñ-
êóùæŽ ex àŽêæéŽîðâĲŽ öâéáâàêŽæîŽá:

ex = 1 +
∞∑
k=1

xk

k!
.

ŽêŽèëàæñîŽá, ãåóãŽå A Žîæï n× n-éŽðîæùæ. àŽêãéŽîðëå ex Žïâ:

ex = E +
∞∑
k=1

1

k!
Xk. (8.2)

éŽðîæùåŽ (8.2) éûçîæãæï çîâĲŽáëĲŽ òŽóðæñîŽá êæöêŽãï n2 éûçîæãæï çëéìëêâê-
ðâĲæïŽàŽê öâéáàŽîæ éûçîæãâĲæï çîâĲŽáëĲŽï. Žáãæèæ éæïŽýãâáîæŽ, îëé õëãâè Žé

éûçîæãï éŽíëîŽêðñè éûçîæãŽá Žóãï
∞∑
k=1

1

k!
∥Xk∥ éûçîæãæ, éŽàîŽé ∥Xk∥ ≤ ∥X∥k.

Žéæðëé ïŽĲëèëëá (8.2) éûçîæãæïŽåãæï éŽíëîŽêðŽ õëòæèŽ
∞∑
k=1

∥X∥k

k!
, îëéâèæù

ùýŽáæŽ çîâĲŽáæŽ. Žéæðëé ex àŽêïŽäôãîñèæŽ õëãâèæ X éŽðîæùæïåãæï. ñòîë
éâðæù, îëàëîù Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ, õëãâèæ r > 0-åãæï (8.2) éûçîæãæ åŽêŽĲîŽá
çîâĲŽáæŽ ∥X∥ < r-öæ. Žéæðëé öâæúèâĲŽ (8.2) éûçîæãæï ûâãî-ûâãîŽ æêðâàîâĲŽ.
ŽýèŽ àŽêãæýæèëå Žïâåæ éŽðîæù-òñêóùæŽ

Y (t) = eAt. (8.3)

(8.2)-æï àŽéë àãŽóãï

Y (t) = E +
∞∑
k=1

tk

k!
Ak. (8.4)

àŽãŽûŽîéëëå ûâãî-ûâãîŽá (8.4) ðëèëĲæï ëîæãâ éýŽîâ. éæãæôâĲå
∞∑
k=1

tk−1

(k − 1)!
Ak = A

(
E +

∞∑
k=1

tk−1

(k − 1)!
Ak−1

)
= A

(
E +

∞∑
i=1

ti

i!
Ai

)
= AY (t).

îëàëîù Žôãêæöêâå, ûŽîéëâĲñèâĲæïŽàŽê öâáàâêæèæ éûçîæãæ åŽêŽĲîŽá çîâĲŽáæŽ,
îëùŽ |t| ≤ r êâĲæïéæâîæ r > 0-åãæï. Žéæðëé (8.4) ðëèëĲæï ûâãî-ûâãîŽá àŽûŽî-
éëâĲŽ öâæúèâĲŽ áŽ

Y ′(t) = AY (t). (8.5)

éâëîâï éýîæã, Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ, îëé

Y (0) = E. (8.6)

(8.5) áŽ (8.6) ðëèëĲâĲæ àãæøãâêâĲï, îëé

Y (t) = eAt (8.7)

éŽðîæùæ Žîæï (8.1) ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ. ŽéîæàŽá øãâê áŽãŽéðçæùâå
Žïâåæ
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åâëîâéŽ 8.1. (8.7) òëîéñèæå àŽêïŽäôãîñèæ Y (t) òñêóùæŽ ûŽîéëŽáàâêï
(8.1) ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñî éŽðîæùï.

éŽàîŽé (8.7) òëîéñèŽ Ĳâãîï ŽîŽòâîï àãâñĲêâĲŽ Y (t)-æï ïðîñóðñîæï öâïŽýâĲ.
øãâêæ éæäŽêæŽ ãêŽýëå, îŽ ïŽýâ Žóãï eAt-ï. ŽéæïŽåãæï áŽàãüæîáâĲŽ Žïâåæ

èâéŽ 8.2. åñ A áŽ B ŽîæŽê çëéñðŽðæñîæ n × n éŽîðæùâĲæ (AB = BA),
éŽöæê Žáàæèæ Žóãï

eA+B = eA · eB (8.8)

ðëèëĲŽï.

áŽéðçæùâĲŽ. àŽêãæýæèëå Žïâåæ éŽðîæùæ z(t) = eAt·eBt. àŽãŽûŽîéëëå. (8.5)-
æï àŽåãŽèæïûæêâĲæå àãâóêâĲŽ

z′(t) = AeAt eBt + eAtB eBt. (8.9)

îŽáàŽê AB = BA, Žéæðëé

BAk = B · A · A · · ·A = A ·B · A · · ·A = A · A ·B · · ·A = Ak B.

ŽéàãŽîŽá, åñ (8.4) ðëèëĲŽï àŽãŽéîŽãèâĲå B-äâ þâî éŽîþãêæáŽê, ýëèë éâîâ
éŽîùýêæáŽê, éæãæôâĲå, îëé eAt ·B = B · eAt. Žéæðëé (8.9)-áŽê àãŽóãï

z′(t) = (A+B) z(t). (8.10)

ŽéîæàŽá z(t) ûŽîéëŽáàâêï (8.10) éŽðîæùñè áæò. àŽêðëèâĲæï ŽéëýïêŽï ïŽûõæï
ìæîëĲâĲöæ:

z(0) = E. (8.11)

éŽàîŽé, îëàëîù äâéëå ãêŽýâå (æý. (8.5) áŽ (8.6)) e(A+B)t Žîæï ŽéŽãâ (8.10),
(8.11) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ. Žéæðëé èâóùæŽ 6-æï áŽïŽûõæïöæ êŽøãâêâĲæ âîåŽáâîåë-
Ĳæï àŽéë àãŽóãï (8.8) (ŽãæôâĲå t = 1). �

9. éñáéæãçëâòæùæâêðâĲæŽêæ ïæïðâéâĲæï ŽéëýïêŽ

Žó øãâê áŽàãüæîáâĲŽ ŽèàâĲîæï çñîïæáŽê ùêëĲæèæ íëîáŽêæï åâëîâéæï éëõãŽêŽ.
ŽéæïŽåãæï þâî àŽãæýïâêëå äëàæâîåæ ùêâĲŽ.
Žôãêæöêëå

G1(λ) = λ, Gk(λ) =


λ 1 · · · 0 0
0 λ · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · λ 1
0 0 · · · 0 λ︸ ︷︷ ︸

k


éŽå âûëáâĲŽå íëîáŽêæï ñþîâĲæ.
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öâéáâà àŽêãæýæèëå A éŽðîæùæï éŽýŽïæŽåâĲâèæ A− λE éŽðîæùæ áŽ Di(λ)-åæ
Žôãêæöêëå éæïæ i-ñîæ îæàæï éæêëîâĲæï ñáæáâïæ ïŽâîåë àŽéõëòæ. ŽéŽïåŽê ãàñ-
èæïýéëĲå, îëé éæïæ ñòîëïæ çëâòæùæâêðæ 1-æï ðëèëŽ. éðçæùáâĲŽ, îëé õëãâèæ
Di(λ) æõëòŽ Di−1(λ)-äâ.
Žôãêæöêëå

E1(λ) = D1(λ), . . . , Ei(λ) =
Di(λ)

Di−1(λ)
(i = 2, . . . , n).

Žé ìëèæêëéâĲï âûëáâĲŽå A− λE-æï æêãŽîæŽêðñèæ éŽéîŽãèâĲæ.
ãåóãŽå λ1, . . . , λm ŽîæŽê

det(A− λE) = 0 (9.1)

àŽêðëèâĲæï âîåéŽêâåæïŽàŽê àŽêïýãŽãâĲñèæ òâïãâĲæ. (9.1) àŽêðëèâĲŽï âûëáâĲŽ
(8.1) ïæïðâéæï éŽýŽïæŽåâĲâèæ àŽêðëèâĲŽ, ýëèë òâïãâĲï A éŽðîæùæï éŽýŽïæŽåâ-
Ĳâèæ îæùýãâĲæ. Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ, îëé Ei(λ)-âĲï Žî öâæúèâĲŽ ßóëêáâï
λ1, . . . , λm-àŽê àŽêïýãŽããâĲñèæ òâïãâĲæ, Žéæðëé

Ei(λ) = (λ− λ1)
ni1 · · · (λ− λm)

nim.

Žó åñ îëéâèæéâ òâïãæ Žî àãŽóãï, öâïŽĲŽéæïæ ýŽîæïýæï éŽøãâêâĲâèæ êñèæï ðëèæ
æóêâĲŽ. õãâèŽ Žïâå éŽéîŽãèï âûëáâĲŽ (A − λE)-æï âèâéâêðŽîñèæ àŽéõëòâĲæ.
ïýãŽêŽæîŽá, (A− λE) éŽðîæùæï âèâéâêðŽîñèæ àŽéõëòæ âï Žîæï (λ− λk)

nik åñ
nik ̸= 0. ùýŽáæŽ, îëé

∑
i,k

nik = n.

áŽñéðçæùâĲèŽá øŽéëãŽõŽèæĲâĲå

åâëîâéŽ 9.1 (íëîáŽêæï). ãåóãŽå (λ− λ1)
n1, . . . , (λ− λm)

nm Žîæï A− λE-
æï âèâéâêðŽîñèæ àŽéõëòâĲæ. éŽöæê ŽîïâĲëĲï æïâåæ àŽáŽñàãŽîâĲâèæ éŽðîæùæ S,
îëé

S−1AS = G =


Gn1

(λ1) 0
Gn2

(λ2)
. . .

0 Gnm
(λm)

 (9.2)

ŽéŽïåŽê áŽçŽãöæîâĲæå öâãêæöêëå, îëé Žó λ1, . . . , λm àŽêïýãŽãâĲñèæ îæùýãâĲæ
Žîù æõãêâê, ýëèë n1 + n2 + · · ·+ nm = n. (9.2)-áŽê àãŽóãï A = S G S−1.
Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ, îëé Ai = S Gi S−1 (i = 1, . . . ). Žé ðëèëĲâĲæáŽê áŽ (8.4)-

áŽê øŽêï, îëé

eAt = S eGt S−1. (9.3)

åñ àŽãæýïâêâĲå, îŽï ûŽîéëŽáàâêï G ((9.2)), éŽöæê (8.4)-áŽê ŽáãæèŽá àŽéëáæï

eGt =

etGn1
(λ1) 0

. . .

0 etGnm(λm)

 (9.4)
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ŽéàãŽîŽá eλt éŽðîæùæï ïðîñóðñîæï àŽîçãâãæï ïŽçæåýæ éææõãŽêâĲŽ eGk(λ)t éŽð-
îæùæï ïðîñóðñîæï àŽîçãâãŽäâ. ùýŽáæŽ, îëé Gk(λ) = λEk+zk, ïŽáŽù Ek Žîæï
k îæàæï âîåâñèëãŽêæ éŽðîæùæ, ýëèë z1 = 0 áŽ

zk =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸

k


îŽáàŽê λEk êâĲæïéæâî éŽðîæùåŽê çëéñðŽðæñîæŽ, èâéŽ 8.2-æï úŽèæå àãŽóãï
eGk(λ)t = eλ tEk · et zk. (8.4)-áŽê Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ, îëé

eλtEk =

eλt 0
. . .

0 eλt

 = eλ tEk.

éâëîâï éýîæã, ñöñŽèëá öâéëûéâĲæå ŽáãæèŽá áŽãîûéñêáâĲæå, îëé

zik =



i︷ ︸︸ ︷
0 0 · · · 0

k−i︷ ︸︸ ︷
1 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 0 0 · · · 1
0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0



}
k − i

i

îëùŽ i = 1, . . . , k − 1 áŽ zik = 0 îëùŽ i = k. Žéæðëé ùýŽáæŽ, îëé

et zk = Ek +
k−1∑
i=1

ti

i!
zik =



1
t

1!

t2

2!
· · · tk−1

(k − 1)!

1
t

1!
· · · tk−1

(k − 2)!
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O · · · 1


ïŽĲëèëëá

eGk(λk)t = eλkt



1
t

1!

t2

2!
· · · tk−1

(k − 1)!

1
t

1!
· · · tk−1

(k − 2)!
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O · · · 1


(9.5)

ŽéîæàŽá áŽãŽéðçæùâå Žïâåæ
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åâëîâéŽ 9.2. åñ (λ − λ1)
n1 · · · (λ − λm)

nm ŽîæŽê A − λE éŽðîæùæï âèâéâ-
êðŽîñèæ àŽéõëòâĲæ, éŽöæê Žáàæèæ Žóãï ðëèëĲŽï:

eAt = S


eGn1

(λ1)t O
eGn2

(λ2)t

. . .

O eGnm(λm)t

S−1, (9.6)

ïŽáŽù eGni
(λi)t éëùâéñèæŽ (9.5) òëîéñèæå.

åâëîâéŽ 9.2-áŽê àŽéëéáæêŽîâëĲï

öâáâàæ 9.3. åñ (λ−λ1)
n1 · · · (λ−λm)

nm ŽîæŽê (A−λE) éŽðîæùæï âèâéâêðŽîñ-
èæ àŽéõëòâĲæ, éŽöæê (8.1) ïæïðâéŽï Žóãï öâéáâàæ ïŽýæï ŽéëýïêŽåŽ òñêáŽéâêðñîæ
ïæïðâéŽ

eλit pik(t) (k = 1, . . . , ni; i = 1, . . . ,m), (9.7)

ïŽáŽù pik êâĲæïéæâîæ i-åãæï ûŽîéëŽáàâêï ni − 1 ýŽîæïýæï ãâóðëî-ìëèæêëéâĲï.

áŽéðçæùâĲŽ. îëàëîù ãæùæå eAt Žîæï (8.1) ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæ.
åñ éŽï éŽîþãêæáŽê àŽãŽéîŽãèâĲå éñáéæã éŽðîæùäâ, çãèŽã éæãæôâĲå (8.1) ïæïðâ-
éæï òñêáŽéâêðñî éŽðîæùï, â.æ. eAt. S Žîæï Žàîâåãâ (8.1) ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñîæ
éŽðîæùæ. åñ éæãéŽîåŽãå (9.6) áŽ (9.5) òëîéñèâĲï, ŽáãæèŽá áŽãîûéñêáâĲæå,
îëé Žé éŽðîæùæï ïãâðâĲï Žóãå ïûëîâá (9.7) ïŽýâ. �
öâêæöãêŽ 1. (8.1) ïæïðâéæï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæï ŽïŽàâĲŽá ñêáŽ ãæìëãëå

(A− λE)-æï õãâèŽ âèâéâêðŽîñèæ àŽéõëòæ. åñ âï àŽéõëòâĲæŽ (λ− λ1)
n1 · · · (λ−

λm)
nm, õëãâèæ òæóïæîâĲñèæ i-åãæï (8.1)-æï ŽéëýïêŽï ãâúâĲå eλit p(t) ïŽýæå, ïŽáŽù

p(t) Žîæï ni îæàæï ãâóðëî-ìëèæêëéæ àŽêñïŽäôãîâèæ çëâòæùæâêðâĲæå. âï çëâòæ-
ùæâêðâĲæ æïâ ñêáŽ öâæîøâï îëé Žé ãâóðëî-òñêóùæŽé ñêáŽ áŽŽçéŽõëòæèëï (8.1).
öâîøâãŽ öâæúèâĲŽ ŽîŽâîåæ àäæå áŽ öâàãæúèæŽ éæãæôëå (8.1)-æï ni ùŽèæ ûîòæ-
ãŽá áŽéëñçæáâĲâèæ ŽéëýïêŽ. åñ ŽéŽï àŽãŽçâåâĲå êâĲæïéæâîæ i-åãæï, éæãæôâĲå
(8.1)-æï ŽéëýïêŽåŽ òñêáŽéâêðñî ïæïðâéŽï.
çâîúëá, åñ A éŽðîæùï Žóãï àŽêïýãŽãâĲñèæ òâïãâĲæ λ1, . . . , λn, éŽöæê òñêáŽéâ-

êðñîæ ïæïðâéŽ Žïâåæ æóêâĲŽ eλit pi (i = 1, . . . , n), ïŽáŽù pi éñáéæãæ ãâóîëðâ-
ĲæŽ. åñ ŽéŽï (8.1)-öæ øŽãïãŽéå, eλit-äâ öâçãâùæï öâáâàŽá, éæãæôâĲå àŽêðëèâĲŽï
Api = λi pi. Žêñ, (A−λiE)pi = 0, ïŽæáŽêŽù àŽêæïŽäôãîâĲŽ pi-âĲæ. pi-ï çëéìëêâ-
êðâĲæï àŽêïŽäôãîŽ öâæúèâĲŽ æéæðëé, îëé áâðâîéæêŽêðæ êñèæŽ, îŽáàŽê λi Žîæï
A-ï éŽýŽïæŽåâĲâèæ òâïãæ.

öâêæöãêŽ 2. äâéëå øŽðŽîâĲñè éïþâèëĲŽöæ øãâê åæåóëï ãàñèæïýéëĲáæå, îëé
õãâèŽ λi êŽéáãæèæŽ. ïæêŽéáãæèâöæ çæ det(A−λE) = 0 àŽêðëèâĲŽï öâïŽúèâĲâèæŽ
ßóëêáâï çëéìèâóïñîæ òâïãâĲæù. Žéæðëé æïéæï çæåýãŽ, îŽ ñêáŽ àãâïéëáâï eλt-ï
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óãâö, îëùŽ λ çëéìèâóïñîæŽ, åñ λ = α + iβ, éŽöæê eλt àŽêæïŽäôãîâĲŽ öâéáâ-
àêŽæîŽá

eλt = eαt(cos βt+ i sin βt).

ñêáŽ àŽãŽîçãæëå Žàîâåãâ, îŽ àãâïéæï (8.1) ïæïðâéæï çëéìèâóïñîæ Žéëýïêæï óãâö.
(8.1)-æï çëéìèâóïñîæ Žéëýïêæï óãâö àãâïéæï æïâåæ êŽéáãæèæ ùãèŽáæï çëéìèâó-
ïñî òñêóùæŽåŽ âîåëĲèæëĲŽ, îëéâèåŽ êŽéáãæèæ áŽ ûŽîéëïŽýãæåæ êŽûæèâĲæ
ŽçéŽõëòæèâĲâê éŽï. Žïâ, îëé ŽéëýïêŽåŽ òñêáŽéâêðñîæ ïæïðâéŽ (9.7) ïŽäëàŽáëá
çëéìèâóïñîæŽ. éŽàîŽé Žé ïæïðâéæáŽê öâæúèâĲŽ àŽáŽãæáâå êŽéáãæè òñêáŽéâêðñî
ïæïðâéŽäâ. éŽîåèŽù, îŽáàŽê A êŽéáãæèæŽ, åñ λk éæïæ çëéìèâóïñîæ éŽýŽïæŽåâ-
Ĳâèæ îæùýãæŽ, éæïæ öâñôèâĲñèæù, ãåóãŽå λj, éæïæ éŽýŽïŽåâĲâèæ îæùýãæ æóêâĲŽ.
Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ, îëé λk áŽ λj öâãèâê âîåæ áŽ æàæãâ îæàæï òñêáŽéâêðñî àŽé-
õëòâĲöæ. Žéæðëé éŽå öââïŽĲŽéâĲŽ 2nk ŽéëýïêŽ. éŽå êŽùãèŽá öâàãæúèæŽ Žãæôëå
Žê λk Žê λj-æï öâïŽĲŽéæïæ ŽéëêŽýïêâĲæï êŽéáãæèæ áŽ ûŽîéëïŽýãæåæ êŽûæèâĲæ. Žïâ
éæãæôâĲå 2nk êŽéáãæèæ ŽéëêŽýïêæïŽàŽê öâéáàŽî ïæïðâéŽï.

10. n-ñîæ îæàæï ûîòæãæ éñáéæãçëâòæùæâêðâĲæŽêæ âîåàãŽîëãŽêæ
áæò. àŽêðëèâĲâĲæ

åâëîâéŽ 9.2 áŽ öâáâàæ 9.3-áŽê àŽéëãæõãŽêëå Žïâåæ

öâáâàæ 10.1. åñ σ Žîæï A éŽðîæùæï éŽýŽïæŽåâĲâè îæùýãâĲæï éŽêáãæè îæ-
ùýãåŽ öëîæï éŽûïæéŽèñîæ, ýëèë n0 Žîæï A− λE éŽðîæùæï âèâéâêðŽîñè àŽé-
õëòâĲæï îæàâĲï öëîæï éŽóïæéŽèñîæ, éŽöæê, (8.1) ïæïðâéæï çëöæï éŽðîæùæïŽåãæï
ïŽéŽîåèæŽêæŽ öâéáâàæ öâòŽïâĲŽ∥∥C(t, τ)

∥∥ ≤ M0(1 + t− τ)n0−1 eσ(t−τ , (10.1)

îëùŽ t ≥ τ ≥ 0, ïŽáŽù M0 éñáéæãæŽ.

áŽéðçæùâĲŽ éŽîåèŽù àãŽóãï C(t, τ) = Y (t)Y −1(τ), ïŽáŽù Y (t) (8.1) ïæïðâ-
éæï òñêáŽéâêðñîæ éŽðîæùæŽ. øãâê ñçãâ ãŽøãâêâå, îëé öâæúèâĲŽ Žãæôëå Y (t) =
eAt. ãæìëãëå Y −1(t).
ŽéæïŽåãæï Z(t) ≡ e−At. îŽáàŽê îëàëîù Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ At áŽ −At çëéñ-

ðŽðæñîæ éŽðîæùâĲæŽ. èâéŽ 8.2-æï úŽèæå àãŽóãï Y (t)Z(t) = eAt−At = eO = E,
Žïâ îëé z(t) = e−A(t) = Y −1(t). ïŽĲëèëëá àãŽóãï C(t, τ) = eAt · e−Aτ = eA(t−τ).
ŽéîæàŽá éæãæôâå éâðŽá éêæöãêâèëãŽêæ òëîéñèŽ (8.1) ïæïðâéæï çëöæï éŽðîæùæ-
ïŽåãæï

C(t, τ) = eA(t−τ). (10.2)

àŽãæýïâêëå eAt éŽðîæùæï ïðîñóðñîŽ. öâáâàæ 9.3-æï úŽèæå eAt éŽðîæùæï âèâéâ-

êðâĲæ ŽîæŽê öâéáâàæ ïŽýæï çëéĲæêŽùæâĲæ
m∑
i=1

eλitpi(t), ïŽáŽù λi-âĲæ ŽîæŽê A éŽð-

îæùæï éŽýŽïæŽåâĲâèæ îæùýãâĲæ, ýëèë pi-âĲæ ni îæàæï ìëèæêëéâĲæ, ïŽáŽù ni
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ûŽîéëŽáàâêï λi-ï öâïŽĲŽéæïæ âèâéâêðŽîñèæ àŽéõëòæï îæàï. Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ,
îëé

|pi(t)| ≤ M(1 + t)ni−1, t ≥ 0.

éæï áŽïŽéðçæùâĲèŽá ïŽçéŽîæïæŽ öâãêæöêëå, îëé
pi(t)

(1 + t)ni−1
öâéëïŽäôãîñèæŽ.

Žàîâåãâ |eλit| = e(Reni)t ≤ eσt. Žé öâêæöãêæáŽê áŽ éŽðîæùæï êëîéæï àŽêéŽîðâ-
ĲæáŽê ŽáãæèŽá àŽéëáæï, îëé ∥eAt∥ = M0(1 + t)n0−1 eσt, ïŽáŽù M0 éñáéæãæŽ. Žé
ñðëèëĲæáŽê (10.2)-æï àŽéë àŽéëéáæêŽîâëĲï (10.1). �
Žé öâáâàï áæáæ éêæöãêâèëĲŽ Žóãï éáàîŽáëĲæï åâëîæŽöæ. öâãêæöêëå, îëé Žóâ-

áŽê àŽéëéáæêŽîâëĲï Žïâåæ òŽóðæ: ãåóãŽå ŽôéëøêáŽ, îëé A éŽðîæùæï õãâèŽ
éŽýŽïæŽåâĲâèæ îæùýãæï êŽéáãæèæ êŽûæèæ ñŽîõëòæåæŽ. éŽöæê σ < 0 áŽ (7.4)-áŽê
ìæîáŽìæî öâàãæúèæŽ ãåóãŽå, îëé (8.1) ïæïðâéæï õëãâèæ ŽéëêŽýïêæ t éææïûîŽòæï
êñèæïçâê, îëùŽ t → +∞ (Žó b(t) = 0).
Žôêæöêñèæ ðæìæï àŽêðëèâĲŽï Žóãï ïŽýâ

u(n) =
n∑

k=1

ak u
(k−1). (10.3)

îëàëîù ŽîŽâîåýâè ŽàãæôêæöêŽãï, âï àŽêðëèâĲŽ âçãæãŽèâêðñîæŽ

dx

dt
= Ax (10.4)

ïæïðâéæï, ïŽáŽù

A =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 · · · 1
a1 a2 a3 · · · an


öâãŽáàæêëå A éŽðîæùæ

A− λE =


−λ 1 0 · · · 0
0 −λ 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1 a2 a3 · · · an − λ


ŽóŽù Di(λ) æõëï i-ñîæ îæàæï éæêëîâĲæï ñáæáâïæ ïŽâîåë àŽéõëòæ. àãŽóãï

Dn(λ) = (−1)n det(A− λE) = λn −
n∑

k=1

ak λ
k−1.
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ŽéŽöæ ŽáãæèŽá áŽãîûéñêáâĲæå, åñ Žé áâðâîéæêŽêðï áŽãöèæå ñçŽêŽïçêâèæ ïðîæ-
óëêæï âèâéâêðâĲæï éæýâáãæå. ŽéîæàŽá (10.4) ïæïðâéæï éŽýŽïæŽåâĲâèæ æóêâĲŽ

λn =
n∑

k=1

ak λ
k−1. (10.5)

éŽï âûëáâĲŽ (10.3) àŽêðëèâĲæï éŽýŽïæŽåâĲâèæ àŽêðëèâĲŽ. ãåóãŽå λ1, λ2, . . . , λm

(10.5)-æï àŽêïýãŽãâĲñèæ òâïãâĲæŽ n1, . . . , nm þâîŽáëĲæå. ùýŽáæŽ Dn(λ) = (λ−
λ1)

n1 · · · (λ − λm)
nm. åñ A − λE éŽðîæùöæ Žéëãöèæå ìæîãâè ïãâðï áŽ Ĳëèë

ïðîæóëêï, éæãæôâĲå n−1 îæàæï éæêëîï îëéâèæù 1-æï ðëèæŽ. ŽéæðëéDn−1(λ) =
· · · = D1(λ) = 1.
Žéæðëé A éŽðîæùæï æêãŽîæŽêðñèæ éŽéîŽãèâĲæ æóêâĲŽ En(λ) = (λ − λ1)

n1 · · ·
(λ−λm)

nm, ýëèë En−1(λ) = · · · = E1(λ) = 1. ŽóâáŽê øŽêï, îëé A−λE éŽðîæùæï
âèâéâêðŽîñèæ àŽéõëòâĲæŽ (λ − λ1)

n1, (λ − λ2)
n2, . . . , (λ − λm)

nm áŽ éýëèëá
æïæêæ. Žéæðëé, åñ àŽéëãæõâêâĲå 9.3 öâáâàï áŽ (10.4) ïæïðâéæáŽê àŽáŽãŽèå (10.3)
àŽêðëèâĲŽäâ, éæãæôâĲå, îëé (10.3)-æï òñêáŽéâêðñîæ ïæïðâéŽ ŽïâåæŽ

eλit pik(t) (k = 1, . . . , ni; i = 1, . . . ,m), (10.6)

ïŽáŽù õëãâèæ òæóïæîâĲñèæ i-åãæï pik(t) ŽîæŽê ni − 1-ñîæ îæàæï ìëèæêëéâĲæ
(k = 1, . . . , ni)). ŽóâáŽê çæ åŽãæï éýîæã àŽéëáæï, îëé (10.3) àŽêðëèâĲŽï àŽŽøêæŽ
öâéáâàæ ïŽýæï òñêáŽéâêðñîæ ïæïðâéŽ

tk−1 eλit (k = 1, . . . , ni; i = 1, . . . ,m). (10.7)

éŽîåèŽù, ùýŽáæŽ þâî âîåæ âï ïæïðâéŽ ûîòñæãŽá áŽéëñçæáâĲâèæŽ, ýëèë éâ-
ëîâï éýîæã, îŽáàŽê (10.3)-æï õëãâèæ ŽéëêŽýïêæ ûîòæãŽá àŽéëæïŽýâĲŽ (10.6) ïæ-
ïðâéæå, ùýŽáæŽ æàæ ûîòæãŽá àŽéëæïŽýâĲŽ (10.7) ïæïðâéæï ïŽöñŽèâĲæåŽù.
ŽéîæàŽá øãâê áŽãŽéðçæùâå Žïâåæ

åâëîâéŽ 10.2. åñ λ1, . . . , λm ŽîæŽê (10.5) àŽêðëèâĲæï (10.3) éŽýŽïæŽåâĲâèæ
àŽêðëèâĲæï òâïãâĲæ n1, . . . , nm þâîŽáëĲâĲæå öâïŽĲŽéæïŽá, éŽöæê (10.3) àŽêðë-
èâĲŽï Žóãï (10.7) ïŽýæï ŽéëýïêŽåŽ òñêáŽéâêðñîæ ïæïðâéŽ.

èâóùæŽ 10-æï áŽïŽïîñèï àŽêýæèñèæ æõë âîåæ ïŽýæï ùãŽèâĲŽáçëâòæùæâêðâ-
ĲæŽêæ âîåàãŽîëãŽêæ áæò. àŽêðëèâĲŽ, îëéâèæù àŽîçãâñèæ àŽîáŽóéêæå áŽæõãŽêâ-
ĲŽ éñáéæãçëâòæùæâêðâĲæŽê àŽêðëèâĲŽäâ

u(n) =
n∑

k=1

ak t
k−1−n u(k−1). (10.8)

Žïâåæ ðæìæï àŽêðëèâĲŽï, ïŽáŽù ak (k = 1, . . . , n êâĲæïéæâîæ éñáéæãæŽ, âûëáâĲŽ
âæèâîæï áæò. àŽêðëèâĲŽ.
éëãŽýáæêëå Žïâåæ àŽîáŽóéêŽ:

u(t) = v(s), ïŽáŽù s = ln t, (10.9)



51

àãŽóãï

du

dt
=

dv

ds
· ds
dt

=
1

t

dv

ds
,

d2u

dt2
= − 1

t2
dv

ds
+

1

t2
d2v

ds2
=

1

t2

(
d2v

ds2
− dv

ds

)
.

æêáñóùææå ŽáãæèŽá ãŽøãâêâĲå, îëé

dk−1u

dtk−1
= t1−k

[
dk−1v

dsk−1
+

k−1∑
i=1

cik
di−1v

dsi−1

]
. (10.10)

ïŽáŽù cik îŽôŽù éñáéæãæŽ. éŽîåèŽù, áŽãñöãŽå (10.10) éŽîåâĲñèæŽ, éŽöæê

dku

dtk
= (1− k)t−k

[
dk−1v

dsk−1
+

k−1∑
i=1

cik
di−1v

dsi−1

]
+ t−k

[
dkv

dsk
+

k−1∑
i=1

cik
div

dsi

]
=

= t−k

[
dkv

dsk
+

k∑
i=1

cik+1,
di−1v

dsi−1

]
,

ïŽáŽù cik+1 (i = 1, . . . , k) îŽôŽù éñáéæãâĲæŽ. Žïâ îëé (10.10) áŽéðçæùâĲñèæŽ
êâĲæïéæâîæ k-åãæï, îŽáàŽê îëùŽ k = 2, 3 äâéëå öâãŽéëûéâå. åñ (10.10)-ï öâãæ-
ðŽêå (10.8)-öæ, îŽáàŽê ñéŽôèâïæ îæàæï ûŽîéëâĲñèæï çëâòæùæâêðæ õëãâèåãæï
1-æŽ, (10.8) àŽêðëèâĲŽ áŽãŽ

dnu

dtn
=

n∑
k=1

bk v
(k−1) (10.11)

ïŽýâäâ. ŽéîæàŽá âæèâîæï (10.8) àŽêðëèâĲŽ (10.9) àŽîáŽóéêæå áŽæõãŽêâĲŽ (10.11)
éñáéæãçëâòæùæâêðâĲæŽê àŽêðëèâĲŽäâ.

11. ûîòæãæ ïæïðâéâĲæï éáàîŽáëĲŽ èæŽìñêëãæï Žäîæå

àŽêãæýæèëå ïæïðâéŽ
dx

dt
= A(t)x+ f(t). (11.1)

ïŽáŽù A ∈ Cn×n([0; +∞)), f ∈ Cn([0; +∞)). áŽãïãŽå çëöæï ŽéëùŽêŽ

x(t0) = x0, t0 ∈ [0,+∞), x0 ∈ Rn. (11.2)

îëàëîù èâóùæŽ 4-öæ ãêŽýâå, åñ A áŽ f ŽĲïëèñðñîŽá æêðâàîâĲŽáæŽ [0,+∞)-
öæ, éŽöæê ïŽûõæïæ éêæöãêâèëĲâĲæï éùæîâá öâöòëåâĲŽ æûãâãï Žéëýïêæï éùæîá öâ-
öòëåâĲŽï. çâîúëá, êâĲæïéæâîæ ε > 0-åãæï ŽîïâĲëĲï æïâåæ δ > 0, îëé îëàëîù
çæ ∥x1 − x0∥ < δ, àãŽóãï ∥∥x1(t)− x0(t)

∥∥ < ε, t ≥ t0,

ïŽáŽù x0(t) Žîæï (11.1), (11.2) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ, ýëèë x1(t) çæ Žîæï (11.1)-æï
ŽéëýïêŽ Žïâåæ ïŽûõæïæ ìæîëĲâĲæå x(t0) = x1.
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àŽùæèâĲæå îåñèáâĲŽ ïŽçæåýæ, îëùŽ A Žî Žîæï ŽĲïëèñðñîŽá æêðâàîâĲŽáæ
[0,+∞)-äâ áŽ Žé öâéåýãâãŽöæ (11.1) ïæïðâéæï ŽéëýïêâĲæï ïŽûõæïæ éêæöãêâèë-
ĲâĲæïŽàŽê áŽéëçæáâĲñèâĲæï ïŽçæåýæ öâŽáàâêï ïûëîâá èæŽìñêëãæï éáàîŽáëĲæï
åâëîææï ïŽàŽêï.
þâîþâîëĲæå ãæàñèæïýéëå, îëé A áŽ f éýëèëá ñûõãâðæŽ [0,+∞)-äâ.

àŽêïŽäôãîâĲŽ 11.1. (11.1) ïæïðâéæï ŽéëýïêŽï x0(t) âûëáâĲŽ éáàîŽáæ èæ-
Žìñêëãæï Žäîæå, åñ êâĲæïéæâîæ ε > 0 áŽ t0 ≥ 0-åãæï ŽîïâĲëĲï æïâåæ δ =
δ(ε, t0) > 0, îëé îëàëîæù Žî ñêáŽ æõëï (11.1) ïæïðâéæï ŽéëýïêŽ x(t), åñçæ∥∥x(t0)− x0(t0)

∥∥ < δ, àãŽóãï∥∥x(t)− x0(t)
∥∥ < ε, t ≥ t0.

àŽêïŽäôãîâĲŽ 11.2. (11.1) ïæïðâéæï ŽéëýïêŽï x0(t) âûëáâĲŽ åŽêŽĲîŽá
éáàîŽáæ, åñ êâĲæïéæâîæ t0 ≥ 0 áŽ x(t) ŽéëýïêŽ, îëéâèæù ŽçéŽõëòæèâĲï ìæ-
îëĲâĲï

∥∥x(t0)− x0(t0)
∥∥ < δ, àãŽóãï∥∥x(t)− x0(t)

∥∥ < ε, t ≥ 0.

æïéæï ïŽçæåýæ, ýëé Žî Žîæï âï ëîæ àŽêéŽîðâĲŽ âçãæãŽèâêðñîæ. õëãâèæ åŽêŽĲ-
îŽá éáàîŽáæ ïæïðâéŽ îëé éáàîŽáæŽ èæŽìñêëãæï Žäîæå âï ùýŽáæŽ, éŽàîŽé ìæ-
îæóæå âï Žïâ Žî Žîæï. ŽîïâĲëĲï ïæïðâéŽ, îëéèæï ŽéëýïêŽ éáàîŽáæŽ èæŽìñêëãæï
Žäîæå, éŽàîŽé Žî Žîæï åŽêŽĲîŽá éáàîŽáæ. øãâê éëãæõãŽêå ñéŽîðæãâï éŽàŽèæåï.

éŽàŽèæåæ. àŽêãæýæèëå àŽêðëèâĲŽ

dx

dt
=
(
sin ln t+ cos ln t− λ

)
x, (∗)

ïŽáŽù λ îŽôŽù ìŽîŽéâðîæŽ. Žáãæèæ öâïŽéøêâãæŽ, îëé Žé àŽêðëèâĲæï êâĲæïéæâîæ
ŽéëýïêŽ Žïâ éëæùâéŽ

x(t) = et sin ln t−λt−t0 sin ln t0+λt0 x(t0).

îëàëîù ŽóâáŽê øŽêï, îëùŽ λ > 1, (*) àŽêðëèâĲæï ðîæãæŽèñîæ ŽéëýïêŽ
éáàîŽáæŽ èæŽìñêëãæï Žäîæå. éŽîåèŽù Žé öâéåýãâãŽöæ sin ln t − λ < γ < 0
áŽ àãŽóãï |x(t)| < eλt · eλt0−t0 sin ln t0|x(t0)|. îŽáàŽê γ < 0, àãŽóãï eγt < 1 áŽ
éëùâéñèæ ε > 0-åãæï ïŽçéŽîæïæŽ Žãæôëå δ = ε et0 sin ln t0−λt0, Žïâ îëé |x(t0)| ≤ δ-
áŽê àŽéëãæáâï |x(t)| < ε. Žó îëàëîù ãýâáŽãå, δ áŽéëçæáâĲñèæŽ t0-äâ. ŽýèŽ
Žãæôëå

t0 = e2kπ áŽ t = e(2k+1/2)π.

Žé öâéåýãâãŽöæ àãŽóãï

x(t) = et−λt+λt0 · x(t0) = e

(
1−λ+λ

t0
t

)
tx(t0) = e

(
e−π/2λ+1−λ

)
tx(t0),

îŽáàŽê
t0
t
= e−

π
2 .
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åñ ãæàñèæïýéâĲå, îëé λ <
1

1− e−π/2
, àãâóêâĲŽ

σ = e−
π
2λ+ 1− λ > 0 áŽ |x(t)| = eσt |x(t0)|.

ŽýèŽ ñçãâ ùýŽáæŽ, (*)-æï ðîæãæŽèñîæ ŽéëýïêŽ ŽîŽŽ éáàîŽáæ åŽêŽĲîŽá, îŽáàŽê
îëàëîæ δ-ù Žî ñêáŽ Žãæôëå, k-ï ïŽçéŽëá àŽäîáæï ýŽîþäâ, ŽîïâĲëĲï æïâåæ t0
áŽ t > t0, îëé |x(t0)| = δ, éŽàîŽé |x(t)| > ε0, ïŽáŽù ε0 òæóïæîâĲñèæ áŽáâĲæåæ

îæùýãæŽ. ŽéàãŽîŽá, 1 < λ <
1

1− e−π/2
éêæöãêâèëĲâĲæïŽåãæï (*)-æï ðîæãæŽèñîæ

ŽéëýïêŽ éáàîŽáæŽ èæŽìñêëãæï Žäîæå, éŽàîŽé ŽîŽŽ åŽêŽĲîŽá éáàîŽáæ.

àŽêïŽäôãîâĲŽ 11.3. (6.1) ïæïðâéæï x0(t) ŽéëêŽýïêï âûëáâĲŽ ŽïæéìðëðñîŽá
éáàîŽáæ, åñ áŽùñèæŽ ëîæ ìæîëĲŽ:
1. x0(t) éáàîŽáæŽ èæŽìñêëãæï Žäîæå;
2. êâĲæïéæâîæ t0-åãæï ŽîïâĲëĲï æïâåæ ∆ = ∆(t0), îëé îëàëîæù Žî ñêáŽ æõëï

(6.1)-æï x(t) ŽéëêŽýïêæ, åñ
∥∥x0(t0)−x(t0)

∥∥ < ∆ àãŽóãï lim
t→+∞

∥∥x(t)−x0(t)
∥∥ = 0.

îëàëîù ûæêŽ éŽàŽèæåæáŽê øŽêï, ŽéëýïïêŽ öâæúèâĲŽ æõëï ŽïæéìðëðñîŽá éáàîŽ-

áæ, éŽàîŽé Žî æõëï åŽêŽĲîŽá éáàîŽáæ.
dx

dt
= 0 àŽêðëèâĲæï ðîæãæŽèñîæ Žéë-

ýïêŽ åŽêŽĲîŽá éáàîŽáæŽ, éŽàîŽé Žî Žîæï ŽïæéìðëðñîŽá éáàîŽáæ.
ïŽïŽîàâĲèëŽ àŽãŽîçãæëå, åñ îŽï êæöêŽãï, îëé ïæïðâéæï ŽéëýïêŽ ŽîŽŽ éáàîŽáæ

èæŽìñêëãæï Žäîæå. (11.1)-æï x0(t) ŽéëýïêŽ æóêâĲŽ ŽîŽéáàîŽáæ èæŽìñêëãæï Žä-
îæå, åñ ŽîïâĲëĲï æïâåæ ε > 0 áŽ t0 ≥ 0, îëé îëàëîæù Žî ñêáŽ æõëï δ > 0,
õëãâèåãæï ŽîïâĲëĲï(11.1) ïæïðâéæï x(t) ŽéëýïêŽ æïâåæ, îëé

∥∥x0(t0)−x(t0)
∥∥ < δ,

éŽàîŽé
∥∥x(t1)− x0(t1)

∥∥ ≥ ε îŽæéâ t1 > t0-åãæï.

àŽêïŽäôãîâĲŽ 11.4. (11.1) ïæïðâéŽï ãñûëáëå éáàîŽáæ, åŽêŽĲîŽá éáàîŽáæ
Žê ŽïæéìðëðñîŽá éáàîŽáæ, åñçæ éæïæ õãâèŽ ŽéëýïêŽ ïŽåŽêŽáëá Žîæï éáàîŽáæ,
åŽêŽĲîŽá éáàîŽáæ Žê ŽïæéìðëðñîŽá éáàîŽáæ.

åâëîâéŽ 11.5. æéæïŽåãæï, îëé (11.1) æõëï éáàîŽáæ, åŽêŽĲîŽá éáàîŽáæ
Žê ŽïæéìðëðñîŽá éáàîŽáæ, ŽñùæèâĲâèæ áŽ ïŽçéŽîæïæŽ, îëé éæïæ öâïŽĲŽéæïæ
âîåàãŽîëãŽêæ ïæïðâéæï

dx

dt
= A(t) x (11.10)

ðîæãæŽèñîæ ŽéëýïêŽ æõëï ïŽåŽêŽáëá éáàîŽáæ, åŽêŽĲîŽá éáàîŽáæ Žê Žïæéìðë-
ðñîŽá éáàîŽáæ.

Žé åâëîâéæï ïŽéŽîåèæŽêëĲŽöæ áŽïŽîûéñêâĲèŽá ïŽçéŽîæïæŽ Žôãêæöêëå, îëé
åñ x0(t) áŽ x(t) ŽîæŽê (11.1)-æï ŽéëýïêâĲæ, éŽöæê y(t) = x0(t) − x(t) æóêâĲŽ
(11.10)-æï ŽéëýïêŽ.
Žé åâëîâéæáŽê øŽêï, îëé (11.1) ïæïðâéæï éáàîŽáëĲæï ïŽçæåýæ éææõãŽêâĲŽ (11.10)

ïæïðâéæï ðîæãæŽèñîæ Žéëýïêæï éáàîŽáëĲæï ïŽçæåýäâ. åãæå âîåàãŽîëãŽêæ ïæ-
ïðâéæï éáàîŽáëĲŽ ðëèòŽïæŽ éæïæ ðîæãæŽèñîæ Žéëýïêæï éáàîŽáëĲæïŽ.
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åâëîâéŽ 11.6. (11.10) ïæïðâéæï éáàîŽáëĲæïŽåãæï ŽñùæèâĲâèæ áŽ ïŽçéŽîæ-
ïæŽ, îëé Žé ïæïðâéæï õëãâèæ ŽéëýïêŽ æõëï öâéëïŽäôãîñèæ îëùŽ t → +∞, ýëèë
Žïæéìðëðñîæ éáàîŽáëĲæïŽåãæï ŽñùæèâĲâèæ áŽ ïŽçéŽîæïæŽ, îëé éæïæ õëãâèæ
ŽéëýïêŽ éææïûîŽòëáâï êñèæïŽçâê îëùŽ t → +∞.

áŽéðçæùâĲŽ. ïŽçéŽîæïëĲŽ. ãåóãŽå (11.10)-æï õëãâèæ ŽéëýïêŽ öâéëïŽäôãîñ-
èæŽ. éŽöæê c(t, t0) õëãâèæ òæóïæîâĲñèæ t0-ïåãæï öâéëïŽäôãîñèæ æóêâĲŽ:
∥C(t, t0)∥ ≤ M(t0) îëùŽ t ≥ t0. ŽéîæàŽá õëãâèæ x(t) = C(t, t0)x(t) Žéëýï-
êæïŽåãæï àãŽóãï ∥x(t)∥ ≤ M(t0) ∥x(t0)∥, ïŽæáŽêŽù øŽêï, îëé (11.10)-æï ðîæãæ-
Žèñîæ ŽéëýïêŽ éáàîŽáæŽ.
ŽñùæèâĲèëĲŽ. áŽãñöãŽå ïŽûæêŽŽôéáâàë. ãåóãŽå, ŽîïâĲëĲï âîåæ éŽæêù öâéë-

ñïŽäôãîâèæ ŽéëýïêŽ x0(t). îŽáàŽê ðîæãæŽèñîæ ŽéëýïêŽ éáàîŽáæŽ, ŽîïâĲëĲï
æïâåæ δ, îëé îëàëîæù çæ ∥x(0)∥ = δ éŽöæê ∥x(t)∥ < 1 (ε = 1) îëùŽ t ≥ 0.
àŽêãæýæèëå (11.10) ïæïðâéæï Žïâåæ ŽéëýïêŽ

x1(t) =
δ

∥x0(0)∥
x0(t).

ùýŽáæŽ ∥x1(0)∥ = δ áŽ Žéæðëé ñêáŽ àãóëêáâï ∥x1(t)∥ < 1 îëùŽ t ≥ 0, âï çæ
öâñúèâĲâèæŽ, îŽáàŽê x0(t) öâéëñïŽäôãîâèæŽ x0(t)-åŽê âîåŽá.
ïŽçéŽîæïëĲŽ. ŽýèŽ áŽãŽéðçæùëå åâëîâéæï éâëîâ êŽûæèæ. ãåóãŽå (11.10)-æï

õëãâèæ ŽéëýïêŽ éææïûîŽòæï êñèæïçâê, îëùŽ t → +∞. æïæêæ æóêâĲæŽê öâéëïŽäôã-
îñèæ áŽ ìæîãâèæ êŽûæèæï àŽéë ðîæãæŽèñîæ ŽéëýïêŽ æóêâĲŽ éáàîŽáæ, îŽù öâ-
âýâĲŽ ŽïæéìðëðñîŽá éáàîŽáëĲŽï, âï ùýŽáæŽ.
ãåóãŽå (11.10) ïæïðâéŽ ŽïæéìðëðñîŽá éáàîŽáæŽ. Žãæôëå êâĲæïéæâîæ éæïæ Žéë-

ýïêŽ x0(t). ŽîïâĲëĲï æïâåæ ∆, îëé îëàëîù çæ ∥x(0)∥ ≤ ∆, éŽöæê lim
t→+∞

∥x(t)∥ =

0. àŽêãæýæèëå (11.10)-æï ŽéëýïêŽ x1(t) =
∆

∥x0(0)∥
x0(t) of (11.10). ùýŽáæŽ,

∥x1(0)∥ = ∆ áŽ Žéæðëé lim
t→+∞

∥x1(t)∥ = 0 áŽ éŽïåŽê âîåŽá lim
t→+∞

∥x0(t)∥ = 0.

åâëîâéŽ áŽéðçæùáŽ. �

åâëîâéŽ 11.7. æéæïŽåãæï, îëé (11.10) ïæïðâéŽ æõëï åŽêŽĲîŽá éáàîŽáæ,
ŽñùæèâĲâèæ áŽ ïŽçéŽîæïæŽ, îëé C(t, τ) çëöæï éŽðîæùæ æõëï öâéëïŽäôãîñèæ
0 ≤ τ ≤ t < +∞.

áŽéðçæùâĲŽ. ïŽçéŽîæïëĲŽ ùýŽáæŽ. éŽîåèŽù, àãŽóãï (11.10)-æï êâĲæïéæâîæ x(t)
ŽéëýïêæïŽåãæï ∥x(t)∥ = ∥C(t, t0) x(t0)∥ ≤ M∥x(t0)∥ îëùŽ t ≥ t0. ŽóâáŽê ñöñ-
Žèëá øŽêï ðîæãæŽèñîæ Žéëýïêæï åŽêŽĲîŽá éáàîŽáëĲŽ.
ŽñùæèâĲèëĲŽ. àŽêãæýæèëå C(t, t0) éŽðîæùæï êâĲæïéæâîæ ïãâðæ x0(t, t0). Žîïâ-

ĲëĲï æïâåæ δ, îëé îëàëîù çæ ∥x(t0, t0)∥ ≤ δ, éŽöæê ∥x(t, t0)∥ ≤ 1 îëùŽ t ≥ t0.
çëöæï éŽðîæùæï åãæïâĲâĲæï àŽéë ∥x(t0, t0)∥ = 1, Žéæðëé ùýŽáæŽ, δ∥x0(t, t0)∥ < 1
îëùŽ t ≥ t0 ≥ 0. åâëîâéŽ áŽéðçæùáŽ. �
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12. ŽîŽûîòæãæ àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéâĲæ

ìæîãâèæ îæàæï øãâñèâĲîæã áæò. àŽêðëèâĲŽåŽ ïæïðâéŽï äëàŽá öâéåýãâãŽöæ
Žóãï ïŽýâ:

dx

dt
= f(t, x), (12.1)

ïŽáŽù f Žîæï ñûõãâðæ ŽïŽýãŽ I × D-ïŽ Rn-öæ, D ⊂ Rn ŽîâŽ, Žêñ ôæŽ Ĳéñèæ
ïæéîŽãèâ, ýëèë I êŽéáãæèæ ôâîúæï îŽæéâ öñŽèâáæ. ãåóãŽå t0 ∈ I áŽ x0 ∈ D.
æïéæï ŽéëùŽêŽ: ãæìëãëå (12.1)-æï ŽéëýïêŽ Žïâå ïŽûõæï ìæîëĲâĲöæ

x(t0) = x0. (12.2)

éŽàîŽé þâî ñêáŽ áŽãŽäñïðëå, îŽ àãâïéæï (12.1) ïæïðâéæï Žéëýïêæï óãâö. I0 öñ-
Žèâáäâ àŽêïŽäôãîñèæ ñûõãâðŽá áæòâîâêùæîâĲŽáæ x(t) ãâóðëî-òñêóùæŽï ãñ-
ûëáâĲå (12.1)-æï ŽéëýïêŽï I0 öñŽèâáöæ, åñ þâî âîåæ x(t) ∈ D îëùŽ t ∈ I0
áŽ éâëîâù æàæ ŽçéŽõëòæèâĲï (12.1) ïæïðâéŽï Žé öñŽèâáæï êâĲæïéæâî ûâîðæèöæ.
çëöæï ŽéëùŽêŽ Žé ïæïðâéæïŽåãæï Žïâ øŽéëõŽèæĲáâĲŽ: éëùâéñè t0 ∈ I áŽ x0 ∈ D-
åãæï ãæìëãëå æïâåæ I0 öñŽèâáæ, îëé t0 ∈ I0 ⊂ I áŽ Žé öñŽèâáöæ àŽêïŽäôãîñèæ
(12.1)-æï æïâåæ ŽéëýïêŽ, îëéâèæù ŽçéŽõëòæèâĲï (12.2) ïŽûõæï ìæîëĲâĲï.
ŽéîæàŽá, àŽêïýãŽãâĲæå ûîòæãæ ïæïðâéâĲæïŽàŽê äëàŽá öâéåýãâãŽöæ çëöæï Žéë-

ùŽêæï ŽéëýïêŽï ãâúâĲå éýëèëá t0-æï àŽîçãâñè éæáŽéëöæ éåâè I öñŽèâáöæ, îë-
àëîù ŽéŽï óãâéëå áŽãæêŽýŽãå, éŽï öâæúèâĲŽ Žîù ßóëêáâï I öñŽèâáöæ àŽêïŽäôã-
îñèæ ŽéëýïêŽù.
Žáàæèæ Žóãï öâéáâà ŽîïâĲëĲæï åâëîâéâĲï, îëéâèåŽù øãâê þâî áŽñéðçæùâ-

ĲèŽá éëãæõãŽêå.

åâëîâéŽ 12.1 (çëöæ-ìâŽêëï). åñ f ∈ Cn(I×D), éŽöæê (12.1), (12.2) ŽéëùŽêŽ
ŽéëýïêŽáæŽ (çëöæï ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽáæëĲŽ Žó àãâïéæï äâéëåéëõãŽêæèæ Žäîæå â.æ.
èëçŽèñîŽá).

ãæáîâ Žé åâëîâéŽï áŽãŽéðçæùâĲáâå, éëãæõãŽêëå îŽéáâêæéâ éŽàŽèæåæ, ïŽáŽù
Žéëýïêæï ŽîïâĲëĲŽ ñöñŽèëá öâæúèâĲŽ æóêâï êŽøãâêâĲæ. õãâèŽ éëõãŽêæè éŽàŽèæåöæ
n = 1.

12.1. àŽêùŽèâĲŽá ùãèŽáâĲæŽêæ àŽêðëèâĲŽ

Žïâ âûëáâĲŽ öâéáâàæ ðæìæï àŽêðëèâĲŽï:

dx

dt
= a(t)φ(x), (12.3)

ïŽáŽù a ∈ C(I) áŽ g ∈ C(]α, β[).
Žãæôëå t0 ∈ I áŽ x0 ∈]α, β[ áŽ áŽãïãŽå çëöæï

x(t0) = x0 (12.4)



56

ŽéëùŽêŽ. ãæàñèæïýéëå, îëé

φ(x) ̸= 0 îëùŽ x ∈]α, β[ (12.5)

ãåóãŽå (12.3), (12.4) ŽéëùŽêŽï àŽŽøêæŽ ŽéëýïêŽ àŽêïŽäôãîñèæ t0-æï îŽôŽù I0
éæáŽéëöæ áŽ Žéëýïêæï éêæöãêâèëĲâĲæ Žî àŽéëáæŽê ]α, β[-áŽê. I0-öæ (12.3) áŽ

(12.5)-æï àŽéë àãâóêâĲŽ Žé Žéëýïêæïåãæï
x′(t)

φ(x(t))
= a(t). ãŽæêðâàîëå t0-áŽê to

t-éáâ.
t∫

t0

x′(τ)

φ(x(τ))
dτ =

t∫
t0

a(τ) dτ.

åñ éŽîùýêæã éëãŽýáâêå ùãèŽáæï àŽîáŽóéêŽï x(t) = s, éæãæôâĲå, îëé

x(t)∫
x0

ds

φ(s)
=

t∫
t0

a(τ) dτ, t ∈ I0. (12.6)

öâéëãæôëå òñêóùæŽ Φ(x) =
x∫
x0

ds

φ(s)
àŽêïŽäôãîñèæ ]α, β[-öæ. âï òñêóùæŽ Žîæï

ñûõãâðæ áŽ éçŽùîŽá éëêëðëêñîæ ]α, β[-öæ îŽáàŽê (12.5)-æï àŽéë Φ′(x) ̸= 0.
Žéæðëé ŽîïâĲëĲï äôãîâĲæ ïŽïîñèæ Žê ñïŽïîñèë Φ(α+) áŽ Φ(β−). Žôãêæöêëå

A = min
{
Φ(α+),Φ(β−)

}
, B = max

{
Φ(α+),Φ(β−)

}
.

éŽöæê Φ-ï éêæöãêâèëĲŽåŽ Žîâ æóêâĲŽ ]A,B[ öñŽèâáæ. Žéæï öâéáâà (12.6) Žïâ àŽáŽã-
ûâîëå

Φ[x(t)] =

t∫
t0

a(τ) dτ, t ∈ I0. (12.7)

ùýŽáæŽ A < 0 < B îŽáàŽê Φ(x0) = 0. (12.7) ðëèëĲŽï, îëé Žäîæ ßóëêáâï
ïŽüæîëŽ, îëé áŽùñèæ æóêŽï ìæîëĲâĲæ

A <

t∫
t0

a(τ) dτ < B, t ∈ I0. (12.8)

Žéæï öâéáâà ïûëîâá ãæàñèæïýéëå, îëé I0 öâîøâñèæŽ æïâ, îëé áŽùñèæ æõëï

(12.8). Žïâåæ I0 îëé öâæîøâãŽ ùýŽáæŽ, îŽáàŽê
t∫
t0

a(τ) dτ = 0 ∈ [AB]. (12.8)

ìæîëĲŽïŽ áŽ Φ òñêóùææï éçŽùîŽá éëêëðëêñîëĲæï àŽéë àãŽóãï, îëé

x(t) = Φ−1

[ t∫
t0

a(τ) dτ

]
< B, t ∈ I0. (12.9)
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ŽéàãŽîŽá, åñ (12.3), (12.4) ŽéëùŽêŽï Žóãï ŽéëêŽýïêæ, æàæ âîåŽáâîåæŽ áŽ àŽéë-
æïŽýâĲŽ (12.9)-æå. ñçñïãèæå ŽáãæèŽá áŽãîûéñêáâĲæå, îëé x(t) òñêóùæŽ, îë-
éâèæù àŽêïŽäôãîñèæŽ (12.9)-æå Žîæï ïûëîâá (12.3), (12.4) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ.
ŽéîæàŽá øãâê áŽãŽéðçæùâå

åâëîâéŽ 12.2. åñ a ∈ C(I), φ ∈ C(]α, β[) áŽ öâïîñèâĲñèæŽ (12.5) ìæîëĲŽ,
éŽöæê (12.3), (12.4) ŽéëùŽêŽï àŽŽøêæŽ âîåŽáâîåæ ŽéëýïêŽ I0 öñŽèâáöæ, îëéâèæù
éëæùâéŽ (12.9)-æå. I0 öâîøâñèæŽ æïâ, îëé ïîñèáâĲëáâï (12.8).

áŽéðçæùâĲŽ. ãåóãŽå α = −∞, β = +∞, â.æ., φ Žîæï ]−∞,+∞[-öæ àŽêïŽäôã-
îñèæ ñûõãâðæ áŽ âîåŽáâîåæ (äëàŽáëĲæï áŽñîôãâãèŽá) òñêóùæŽ. éŽöæê øŽðŽ-
îâĲñèæ éïþâèëĲæáŽê ùýŽáæŽ, îëé ìæîëĲâĲæ

0∫
−∞

ds

φ(s)
=

+∞∫
0

ds

φ(s)
= +∞

ŽñùæèâĲâèæ áŽ ïŽçéŽîæïæŽ, îëé (12.3), (12.4) ŽéëùŽêŽï ßóëêáâï ŽéëýïêŽ éåèæ-
ŽêŽá I-öæ àŽêïŽäôãîñèæ îëàëîæù Žî ñêáŽ æõëï x0 ∈]−∞,+∞[ áŽ a ∈ C(I).
éŽîåèŽù, Žé öâéåýãâãŽöæ ùýŽáæŽ A = −∞ áŽ B = +∞ îëàëîæù Žî ñêáŽ æõëï
x0 áŽ (12.8) ìæîëĲâĲæ ŽãðëéŽðñîŽá öâïîñèáâĲŽ éåâè I-öæ îëàëîæù Žî ñêáŽ
æõëï a ∈ C(I). Žéæå ïŽçéŽîæïëĲŽ áŽéðçæùâĲñèæŽ.
îŽù öââýâĲŽ ŽñùæèâĲèëĲŽï, åñ éŽàŽèæåŽá A ïŽïîñèæŽ, ŽáãæèŽá öâæúèâĲŽ

a-ï öâîøâãŽ æïâ, îëé (12.8) ìæîëĲâĲæ Žî ïîñèáâĲëáâï.
Ĳëèëï éëãæõãŽêëå âîåæ éŽîðæãæ éŽàŽèæåæ, îëùŽ ŽéëýïêŽ Žî Žîæï éåâè öñ-

Žèâáöæ àŽêïŽäôãîñèæ. àŽêãæýæèëå Žïâåæ àŽêðëèâĲŽ
dx

dt
= 1 + x2 ïŽûõæï ìæ-

îëĲâĲöæ x(0) = 0. åñ àŽãõëòå áŽ ãŽæêðâàîâĲå, éæãæôâĲå, îëé Žé ŽéëùŽêæï

ŽéëýïêŽ x(t) = tg t àŽêïŽäôãîñèæŽ
]
− π

2
,
π

2

[
-öæ. �

12.2. Ĳâîêñèæï àŽêðëèâĲŽ

Žïâ âûëáâĲŽ öâéáâàæ ïŽýæï àŽêðëèâĲŽï

dx

dt
= a(t)x+ b(t)xn, (12.10)

ïŽáŽù a ∈ C(I), b ∈ C(I), n ̸= 1, n ∈ R (åñ n = 1 àãŽóãï ûîòæãæ àŽêðëèâĲŽ).
åñ (12.10) -æï éŽîþãâêŽ éýŽîâï öâãêæöêŽãå, îëàëîù ëîæ ùãèŽáæï òñêóùæŽï,
éæïæ àŽêïŽäôãîæï ŽîâŽ I× (0,+∞). Žãæôëå x0 > 0 áŽ t0 ∈ I áŽ áŽãïãŽå çëöæï
ŽéëùŽêŽ

x(t0) = x0. (12.11)

éëãŽýáæêëå àŽîáŽóéêŽ

y(t) = x1−n(t). (12.12)
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éŽöæê
y′(t) = (1− n)x−n(t) x′(t) = (1− n)a(t)y(t) + (1− n)b(t)

áŽ øãâêæ çëöæï ŽéëùŽêŽ éææôâĲï ïŽýâï:

dy

dt
= (1− n)a(t)y + (1− n)b(t), (12.10′)

y(t0) = x1−n
0 . (12.11′)

éŽàîŽé (12.10), (12.11) áŽ (12.10′), (12.11′) ŽéëùŽêâĲæ Žî Žîæï âçãæãŽèâêðñîæ.
éŽîåèŽù, éâëîâï ŽéëýïêŽ àŽêïŽäôãîñèæŽ éåèæŽêŽá I-öæ, éŽöæê îëùŽ ìæîãâ-
èæï ŽéëýïêŽ éåèæŽêŽá I-öæ öâæúèâĲŽ Žî æõëï àŽêïŽäôãîñèæ. ïŽóéâ æéŽöæŽ, îëé
(12.12) àŽîáŽóéêŽ Žî Žîæï öâĲîñêâĲŽáæ éåâè I-öæ. îëàëîù çñîïæï ìæîãâèæ
èâóùææáŽê ãæùæå (12.10′), (12.11′)-æï ŽéëýïêŽ éëæùâéŽ òëîéñèæå

y(t) = e(1−n)
∫ t

t0
a(τ) dτ

[
x1−n
0 + (1− n)

t∫
t0

b(s) e(n−1)
∫ t

t0
a(s) ds ds

]
.

öâãŽîøæëå I0 æïâ îëé

x1−n
0 + (1− n)

t∫
t0

b(s) e(n−1)
∫ t

t0
a(τ) dτ ds > 0, îëùŽ t ∈ I0. (12.13)

âï öâïŽúèâĲâèæŽ, îŽáàŽê îëùŽ t = t0, éŽîùýâêŽ éýŽîâ ðëèæŽ x
1−n
0 > 0. àãâóêâĲŽ

x(t) = e
∫ t

t0
a(τ) dτ

[
x1−n
0 + (1− n)

t∫
t0

s(s)e(n−1)
∫ t

t0
a(τ) dτ ds

] 1
1−n

. (12.14)

â.æ. àãŽóãï Žïâåæ

åâëîâéŽ 12.3. åñ a ∈ C(I) áŽ b ∈ C(I), éŽöæê õëãâèæ x0 > 0 áŽ t0 ∈ I-åãæï
(12.10), (12.11) ŽéëùŽêŽï àŽŽøêæŽ âîåŽáâîåæ ŽéëýïêŽ I0-öæ, îëéâèæù éëæùâéŽ
(12.4) òëîéñèæå, ýëèë I0 æïâŽ öâîøâñèæ, îëé öâïîñèáâï (12.13).

12.3. àŽêðëèâĲâĲæ ïîñè áæòâîâêùæŽèâĲöæ

àŽêãæýæèëå Žïâåæ ïŽýæï àŽêðëèâĲŽ

dx

dt
= −q(t, x)

p(t, x)
, (12.15)

ïŽáŽù p áŽ q ñûõãâðæ òñêóùæâĲæŽ I×]α, β[ Žîâöæ áŽ ŽîïŽá Žôêæöêñè Žîâöæ
p ̸= 0. ãŽøãâêëå öâéáâàæ ûæêŽáŽáâĲæï éŽîåâĲñèëĲŽ.

åâëîâéŽ 12.4. åñ áŽùñèæŽ äâéëå Žôêæöêñèæ ìæîëĲâĲæ, ŽéŽï àŽîáŽ

∂p(t, x)

∂t
=

∂q(t, x)

∂x
(12.16)
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áŽ ëîæãâ ñûõãâðæŽ, éŽöæê îëàëîù Žî ñêáŽ æõëï t0 ∈ I áŽ x0 ∈]α, β[, (12.15)
àŽêðëèâĲŽï àŽŽøêæŽ âîåŽáâîåæ ŽéëýïêŽ ïŽûõæï ìæîëĲâĲöæ

x(t0) = x0 (12.17)

áŽ âï ŽéëýïêŽ àŽêæïŽäôãîâĲŽ ðëèëĲæáŽê

t∫
t0

q(τ, x0) dτ +

x(t)∫
x0

p(t, ξ) dξ = 0. (12.18)

åñ áŽùñèæŽ (12.16), éŽöæê (12.15)-ï ñûëáâĲâê àŽêðëèâĲŽï ïîñè áæòâîâê-
ùæŽèâĲöæ. âï ïŽýâèûëáâĲŽ ûŽîéëáàâĲŽ æóæáŽê, îëé îëàëîù ŽêŽèæäæáŽê ùêë-
ĲæèæŽ, åñ áŽùñèæŽ (12.6) ìæîëĲŽ, éŽöæê ŽîïâĲëĲï ëîæ ùãèŽáæï ñûõãâðŽá áæ-
òâîâêùæîâĲŽáæ òñêóùæŽ z(t, x), îëé dz(t, x) = p(t, x)dx+ q(t, x)dt. çâîúëá,

z(t, x) =

t∫
t0

q(τ, x0) dτ +

x∫
x0

p(t, ξ) dξ.

éŽîåèŽù,
∂z(t, x)

∂x
= p(t, x) ýëèë

∂z(t, x)

∂t
= q(t, x0) +

x∫
x0

∂p(t, ξ)

∂t
dξ = q(t, x0) +

x∫
x0

∂q(t, ξ)

∂t
dξ =

= q(t, x0) + q(t, x)− q(t, x0) = q(t, x).

åñ (12.15), (12.17)-ï àŽŽøêæŽ ŽéëêŽýïêæ, éŽöæê (12.15)-áŽê àãŽóãï p(t, x(t))dx(t)+
q(t, x(t))dt ≡ 0, t ∈ I0, âï çæ êæöêŽãï, îëé dz(t, x(t)) ≡ 0, t ∈ I0. âï æàæãâŽ, îŽù
(12.18).
ŽéàãŽîŽá, åñ ŽîïâĲëĲï (12.15), (12.17) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ îŽôŽù I0 öñŽèâáöæ,

æàæ ŽçéŽõëòæèâĲï (12.18) ðëèëĲŽï.

ãêŽýëå öâæúèâĲŽ åñ ŽîŽ ŽóâáŽê x(t)-æï àŽêïŽäôãîŽ. (12.18) ûŽîéëŽáàâêï
z(t, x(t)) = 0 ðëèëĲŽï. z ñûõãâðŽá áæòâîâêùæîâĲŽáæŽ I×]α, β[-öæ, z(t0, x0) =
0 áŽ ŽéŽï àŽîáŽ

∂z(t0, x0)

∂x
= p(t0, x0) ̸= 0.

Žéæðëé ŽîŽùýŽáæ òñêóùææï ŽîïâĲëĲæï åâëîâéæï úŽèæå t0-æï àŽîçãâñè I0 éæ-
áŽéëöæ (12.18)-áŽê æï àŽêæïŽäôãîâĲŽ, îëàëîù t-ï ùŽèïŽýŽ ñûõãâðŽá áæòâîâê-
ùæîâĲŽáæ òñêóùæŽ. åñ ñçŽê áŽãĲîñêáâĲæå, éæãæôâĲå îëé x(t) æóêâĲŽ (12.15)-æï
ŽéëýïêŽ (12.17) ïŽûõæï ìæîëĲâĲöæ.
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åñ (12.15) Žî Žîæï ïîñè áæòâîâêùæŽèâĲöæ, éŽöæê ùáæèëĲâê æìëãëê â.û.
éŽæêðâàîâĲâèæ éŽéîŽãèæ, îëé Žé éŽéîŽãèäâ (12.15)-æï éŽîþãâêŽ éýŽîæï éêæöã-
êâèæïŽ áŽ éîæùýãâèæï àŽéîŽãèâĲæï öâéáâà æàæ àŽýáâï ïîñè áæòâîâêùæŽèâĲöæ
dx

dt
= −µ(t, x) q(t, x)

µ(t, x) p(t, x)
.

13. çëöæï ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ éæéáâãîëĲæåæ éæŽýèëâĲæï éâåëáæå

àŽêãæýæèëå çëöæï ŽéëùŽêŽ

dx

dt
= f(t, x), (13.1)

x(t0) = x0. (13.2)

åâëîâéŽ 13.1 (ìæçŽî-èæêáâèëòæ). ãåóãŽå f ∈ Cn(I×D) áŽ ŽçéŽõëòæèâĲï
x-æï éæéŽîå èæòöæùæï ìæîëĲŽï∥∥f(t, x)− f(t, y)

∥∥ ≤ L∥x− y∥. (13.3)

éŽöæê ŽîïâĲëĲï æïâåæ [α, β] öñŽèâáæ, îëé I ⊃ [α, β] ∋ t0 áŽ Žé öñŽèâáöæ (13.1),
(13.2) ŽéëùŽêŽï àŽŽøêæŽ âîåŽáâîåæ ŽéëýïêŽ áŽ âï ŽéëýïêŽ éëæùâéŽ îëàëîù
öâéáâàæ éæéáâãîëĲæï åŽêŽĲŽîæ äôãŽîæ

x0(t) ≡ x0, (13.4)

xk(t) = x0 +
t∫
t0

f(τ, xk−1(τ)) dτ (k = 1, 2, . . . ).

áŽéðçæùâĲŽ. îŽáàŽê x0 ∈ D áŽ D ôæŽŽ, éŽöæê ŽîïâĲëĲï æïâåæ r0 > 0, îëé

D0 =
{
x ∈ Rn, ∥x− x0∥ ≤ r0

∥∥ ⊂ D.

äëàŽáëĲæï öâñäôñáŽãŽá ãæàñèæïýéëå, îëé I øŽçâðæèæŽ áŽ â.æ.∥∥f(t, x∥∥ ≤ M îëùŽ (t, x) ∈ I ×D0. (13.5)

öâãŽîøæëå [α, β] æïâ, îëé I ⊃ [α, β] ∋ t0 áŽ

max
{
t0 − α, β − t0

}
≤ r0

M
. (13.6)

ãŽøãâêëå, îëé êâĲæïéæâîæ k ∈ N-åãæï (13.4) ðëèëĲâĲæ xk-ï àŽêïŽäôãîŽãï [α, β]-
öæ îëàëîù ñûõãâð n àŽêäëéæèâĲæŽê ãâóðëî-òñêóùæŽï áŽ ŽéŽï àŽîáŽ Žáàæèæ
Žóãï ñðëèëĲŽï ∥∥xk(t)− x0

∥∥ ≤ r0 (k = 0, 1, . . . ).

âï æïâãâ áŽéðçæùáâĲŽ îëàëîù çëöæ-ìâŽêëï åâëîâéŽ. (13.4) éæéáâãîëĲæï åŽêŽĲ-
îŽá çîâĲŽáëĲŽ âçãæãŽèâêðñîæŽ öâéáâàæ éûçîæãæï åŽêŽĲîŽá çîâĲŽáëĲæïŽ

x0 +
∞∑
k=1

[
xk(t)− xk−1

]
(13.7)
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àãŽóãï

∥∥xk(t)− xk−1(t)
∥∥ ∈ L

∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥xk−1(τ)− xk−2(τ)
∥∥ dτ ∣∣∣∣ îëùŽ k = 2, 3, . . .

ýëèë îëùŽ k = 1, àãŽóãï
∥∥x1(t)−x0(t)

∥∥ ≤ r0. Žéæðëé èâéŽ 2.1-æï úŽèæå àãŽóãï∥∥xk(t)− xk−1(t)
∥∥ ≤ r0 L

k−1 |t− t0|k−1

(k − 1)!
, k = 1, 2, . . .

ŽóâáŽê øŽêï, îëé (13.7) éûçîæãæï éŽíëîŽêðæ æóêâĲŽ öâéáâàæ çîâĲŽáæ éûçîæãæ∥∥x0∥∥+ r0

+∞∑
k=1

[L(β − α)]k−1

(k − 1)!
.

âýèŽ åñ àŽáŽãŽèå äôãŽîäâ (13.4) ðëèëĲŽöæ (æêðâàîŽèæï óãâö äôãŽîäâ àŽáŽï-
ãèŽ öâæúèâĲŽ, îŽáàŽê f(τ, x)-æï åŽêŽĲîŽá ñûõãâðëĲæï áŽ xk−1(τ)-æï åŽêŽĲîŽá
çîŽĲŽáëĲæï àŽéë éæéáâãîëĲŽ f(τ, xk−1(τ)) åŽêŽĲîŽá çîâĲŽáæŽ) éæãæôâĲå, îëé
lim

k→+∞
xk(t) = x(t) òñêóùæŽ ûŽîéëŽáàâêï (13.1), (13.2) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽï. �

14. çëöæï ŽéëùŽêæï Žéëýïêæï àŽàîúâèâĲŽáëĲŽ

àŽêãæýæèëå çëöæï ŽéëùŽêŽ

dx

dt
= f(t, x), (14.1)

x(t0) = x0, (14.2)

ïŽáŽù f ∈ Cn(I × D), t0 ∈ I, x0 ∈ D, I Žîæï R ôâîúæï êâĲæïéæâîæ öñŽèâáæ,
ýëèë D ⊂ Rn ŽîâŽ. öâéëãæðŽêëå Žïâåæ éêæöãêâèëãŽêæ àŽêïŽäôãîŽ

àŽêéŽîðâĲŽ. (α, β) ⊂ I öñŽèâáöæ àŽêïŽäôãîñèæ (14.1), (14.2) ŽéëùŽêæï x
ŽéëêŽýïêï âûëáâĲŽ àŽàîúâèâĲŽáæ éŽîþãêæã, åñ ŽîïâĲëĲï β∗ > β áŽ (14.1),
(14.2) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ x ∗ àŽêïŽäôãîñèæ (α, β∗) ((α, β∗) ⊂ I) æïâåæ, îëé
x ∗(t) = x(t) îëùŽ t ∈ (α, β). ûæêŽŽôéáâà öâéåýãâãŽöæ ŽéëùŽêŽï âûëáâĲŽ ŽîŽ-
àŽàîúâèâĲŽáæ éŽîþãêæã.

ŽêŽèëàæñîŽá àŽêæéŽîðâĲŽ ŽéëêŽýïêæï àŽàîúâèâĲŽáëĲŽ áŽ ŽîŽàŽàîúâèâĲŽáëĲŽ
éŽîùýêæã.
öâéáâàæ åâëîâéŽ æúèâãŽ Žéëýïêæï éŽîþãêæã ŽîŽàŽàîúâèâĲŽáëĲæï ŽñùæèâĲâè

áŽ ïŽçéŽîæï ìæîëĲâĲï.

åâëîâéŽ 14.1. æéæïŽåãæï îëé (14.1), (14.2) ŽéëùŽêæï x ŽéëýïêŽ àŽêïŽäôãîñ-
èæ îŽæéâ (α, β) ⊂ I, æõëï ŽîŽàŽàîúâèâĲŽáæ éŽîþãêæã ŽñùæèâĲâèæ áŽ ïŽçéŽîæ-
ïæŽ, îëé ïîñèáâĲëáâï âîå-âîåæ ïŽéæ ìæîëĲæáŽê:
1) β = sup I,
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2) lim
t→β−

∥x(t)∥ = +∞,

3) lim
t→β−

ρ(x(t),Γ) = 0,

ïŽáŽù Γ Žîæï D Žîæï ïŽäôãŽîæ, ýëèë ρ(x,Γ) = inf
{
∥x−y∥, y ∈ Γ

}
êâĲæïéæâîæ

x ∈ Rn-åãæï.

áŽéðçæùâĲŽ. Žé ìæîëĲâĲæáŽê âîå-âîåæï ïŽçéŽîæïëĲŽ ùýŽáæŽ. éŽîåèŽù, åñ
ïîñèáâĲŽ 1) ìæîëĲŽ éŽîþãêæã àŽàîúâèáâĲŽ ŽîŽéùåñ îëàëîù øãâêæ ŽéëùŽêæï
ŽéëýïêŽ, ŽîŽéâá îëàëîù ñûõãâðæ òñêóùæŽ, ýëèë åñ àãŽóãï 3) ãåóãŽå x àŽàî-
úâèâĲŽáæŽ éŽîþãêæã, éŽöæê éæïæ x ∗ àŽàîúâèâĲæï éêæöãêâèëĲŽ β ûâîðæèöæ ñêáŽ
éëýãáâïD Žîæï ïŽäôãŽîäâ x ∗-æï ñûõãâðëĲæïŽï áŽ ïŽäôãîæï øŽçâðæèëĲæï àŽéë.

âï çæ öâñúèâĲâèæŽ, îŽáàŽê f̃ òñêóùæŽ àŽêéŽîðâĲñèæ Žî àãŽóãï.
ŽýèŽ ãŽøãâêëå ŽñùæèâĲèëĲŽ. ŽéæïŽåãæï áŽãñöãŽå, îëé Žî ïîñèáâĲŽ 1)-3)

áŽ áŽãŽéðçæùëå, îëé éŽöæê x éŽîþãêæã àŽàîúâèâĲŽáæ àŽéëãŽ. îŽáàŽê 2) Žî
ïîñèáâĲŽ, lim inf

t→β−
∥x(t)∥ < +∞, âï æéŽï êæöêŽãï, îëé ŽîïâĲëĲï ûâîðæèåŽ éæ-

éáâãîëĲŽ tk → β− îëé ∥x(tk)∥ öâéëïŽäôãîñèæŽ. Žéæðëé ŽóâáŽê àŽéëæõëòŽ
çîâĲŽáæ óãâéæéáâãîëĲŽ x(βk) → x ∗ áŽ îŽáàŽê 3) Žî ïîñèáâĲŽ, tk öâæúèâĲŽ æïâ
öâæîøâï, îëé x ∗ ∈ D. îŽáàŽê x ∗ ∈ D, ŽîïâĲëĲï r∗ > 0 æïâåæ, îëé

D∗=
{
x∈Rn, ∥x− x ∗∥ ≤ r∗

}
⊂ D≡M=max

{
∥f(t, x)∥ : (t, x)∈ [t0, β]×D∗}.

îŽáàŽê ∥x(βk)∥ → x ∗, öâàãæúèæŽ Žãæôëå æéáâêŽá áæáæ k0, îëé∥∥x(βk0)− x ∗∥∥ <
r∗

2
, (14.3)

M · (β − βk0) <
r∗

2
. (14.4)

ãŽøãâêëå, îëé x(t) ∈ D∗ îëùŽ t ∈ [βk0, β). éŽîåèŽù (14.3)-áŽê àŽéëéáæêŽîâ-
ëĲï, îëé βk0-ï ïŽçéŽëá éùæîâ éæáŽéëöæ ïîñèáâĲŽ ìæîëĲŽ ∥x − x ∗∥ < r∗, Žêñ
x(t) ∈ D∗. åñ áŽãñöãâĲå, îëé x(t) ∈ D∗ ìæîëĲŽ Žî ïîñèáâĲŽ [βk0, β)-öæ,
æŽîïâĲâĲï ûâîðæèæ β∗ ∈ [βk0, β) x(t) ∈ D∗, t ∈ [βk0, β

∗) áŽ∥∥x(β∗)− x ∗∥∥ = r∗. (14.5)

ùýŽáæŽ, îëé

x(β∗) = x(βk0) +

β∗∫
βk0

f(τ, x(τ)) dτ

áŽ

∥∥x(β∗)−x ∗∥∥≤∥∥x(βk0)−x ∗∥∥+ β∗∫
βk0

∥∥f(τ, x(τ))∥∥ dτ <
r∗

2
+M(β−βk0)<

r∗

2
+
r∗

2
=r∗

(14.3) áŽ (14.4)-æï àŽéæ, îŽù âûæêŽŽôéáâàâĲŽ (14.5)-ï.
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ŽéîæàŽá àãŽóãï, îëé

x(t) ∈ D∗ îëùŽ t ∈ [βk0, β) (14.6)

ïŽçéŽîæïŽá áæáæ k-åãæï, βk > βk0, Žéæðëé

x(t)− x(βk) =

t∫
βk

f(τ, x(τ)) dτ îëùŽ t ∈ [βk, β).

ŽóâáŽê (14.6)-æï àŽéë àãŽóãï
∥∥x(t)− x(βk)

∥∥ ≤ M(β − βk), t ∈ [βk0, β) áŽ

lim
t→β−

∥∥x(t)− x(βk)
∥∥ ≤ M(β − βk). (14.7)

àãŽóãï ∥∥x(t)− x ∗∥∥ ≤
∥∥x(t)− x(βk)

∥∥+ ∥∥x(βk)− x ∗∥∥.
åñ àŽáŽãŽèå äôãŽîäâ îëùŽ k → +∞, éæãæôâĲå, îëé lim

t→β−

∥∥x(t) − x ∗∥∥ ≤ 0.

âï çæ êæöêŽãï îëé lim
t→β−

x(t) = x ∗. îŽáàŽê 1) áŽîôãâñèæŽ, àãŽóãï β < sup I and

x∗ ∈ D. (14.1) ïæïðâéæïŽåãæï áŽãïãŽå çëöæï ŽéëùŽêŽ

x(β) = x ∗. (14.8)

çëöæ-ìâŽêëï åâëîâéæï åŽêŽýéŽá (14.1), (14.8) ŽéëùŽêŽï β-ï ïŽçéŽîæïŽá éùæîâ
éŽîþãâêŽ éæáŽéëöæ [β, β1], β1 > β àŽŽøêæŽ y ŽéëýïêŽ.
àŽêãæýæèëå (α, β1]-öæ àŽêïŽäôãîñèæ Žïâåæ òñêóùæŽ

z(t) =

{
x(t) îëùŽ t ∈ (α, β),

y(t) îëùŽ t ∈ [β, β1).

ùýŽáæŽ, îëé z æóêâĲŽ (14.1), (14.2) ŽéëùŽêæï ŽéëýïêŽ. ŽéîæàŽá x ŽéëýïêŽ àŽàî-
úâèâĲŽáæ ŽôéëøêáŽ éŽîþãêæã. �
ŽêŽèëàæñî åâëîâéŽï Žáàæèæ Žóãï éŽîùýêæã àŽàîúâèâĲæï öâïŽýâĲ.

åâëîâéŽ 14.2. (14.1), (14.2) ŽéëùŽêŽï Žóãï ŽîŽàŽàîúâèâĲŽáæ ŽéëýïêŽ.

áŽéðçæùâĲŽ. ïŽçéŽîæïæŽ ãŽøãâêëå, îëé êâĲæïéæâîæ àŽàîúâèâĲŽáæ ŽéëýïêŽ Žé
ŽéëýïêâĲæï àŽáŽĲéæå (t0, x0) ûâîðæèöæ éæãæôâĲå (14.1), (14.2)ŽéëùŽêæï ŽîŽàŽàî-
úâèâĲŽá ŽéëýïêŽï.
Γ-åæ Žôãêæëöêëå D Žîæï ïŽäôãŽîæ, ýëèë ρ(x,Γ)-åæ éŽêúæèæ Rn ïæãîùæï

êâĲæïéæâîæ x ûâîðæèæáŽê Γ-éáâ. öâéëãæôëå îæùýãæ r0 = min
{ρ(x0,Γ)

2
, 1
}
.

éæêæéñéï ãæôâĲå æéæðëé, îëé öâïŽúèëŽ D Žîâ éåâè Rn ïæãîùâï áŽâéåýãâï áŽ Žé

öâéåýãâãŽöæ ρ(x0,Γ) ñïŽïîñèë æóêâĲŽ. àŽêãæýæèëå äîáŽáæ éæéáâãîëĲŽ
{
βk
}+∞
k=0

êŽéáãæèæ îæùýãâĲæïŽ, æïâåæ, îëé

βk > t0, βk < βk+1 áŽ lim
k→+∞

βk = sup I. (14.9)
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Žôãêæöêëå D0 =
{
x : ∥x− x0∥ ≤ r0

}
. ùýŽáæŽ D0 ⊂ D. àŽîáŽ ŽéæïŽ Žôãêæöêëå

M0 = max
{
∥f ∗(t, x)∥, (t, x) ∈ [t0, β0]×D0

}
áŽ δ0 = min

{
β0 − t0,

r0
M0

}
.

åñ àŽãæýïâêâĲå çëöæ-ìâŽêëï åâëîâéæï áŽéðçæùâĲŽï, éŽöæê öâéëôâĲñ;èæ Žôêæöã-
êâĲæï åŽêŽýéŽï áŽãŽïçãêæå, îëé (14.1), (14.2) ŽéëùŽêŽï àŽŽøêæŽ [t0, t0 + δ0] öñ-
Žèâáöæ àŽêïŽäôãîñèæ x1 ŽéëýïêŽ æïâåæ, îëé x1(t) ∈ D0 îëùŽ t ∈ [t0, t0 + δ0].
Žãæôëå t1 ≡ t0 + δ0 áŽ (14.1) àŽêðëèâĲæïåãæï áŽãïãŽå çëöæï ŽéëùŽêŽ

x(t1) = x1(t1) (14.2′)

ïŽûõæï ìæîëĲâĲöæ. åñ Žé ìîëùâïï àŽãŽàîúâèâĲå, ŽêŽèëàæñîŽá ŽãŽàâĲå îæùýãåŽ
éæéáâãîëĲâĲï

tk = tk−1 + δk−1, x(tk) = xk(tk), rk = min
{ρ(xk(tk),Γ)

2
, 1
}
,

Dk

{
x : ∥x− xk∥ ≤ rk

}
⊂ D,

Mk = max
{
∥f(t, x)∥ : (t, x) ∈ [tk, βk]×Dk

}
,

δk = min
{
βk − tk,

rk
Mk

}
áŽ [tk, tk+1] öñŽèâáöæ ïŽáŽù tk+1 = tk + δk àŽêðëèâĲŽï àŽŽøêæŽ xk+1(t) Žéë-
ýïêŽ Žïâå ïŽûõæï ìæîëĲâĲöæ x(tk) = xk(tk). îŽáàŽê δk < βk − tk àãŽóãï tk+1 =
tk+δk ≤ βk < sup I, Žïâ îëé äôãŽîæ lim

k→+∞
tk = t∗ ∈ I. x òñêóùæŽ [t0, t∗) öñŽèâ-

áöæ x(t) = xk(t) îëùŽ tk−1 ≤ t ≤ tk. ùýŽáæŽ, îëé x æóêâĲŽ (14.1), (14.2) Žéë-
ùŽêæï ŽéëýïêŽ [t0, t

∗)-öæ. ãŽøãâêëå, îëéæàæ ŽîŽàŽàîúâèâĲŽáæŽ éŽîþãêæã. áŽãñ-
öãŽå ïŽûæêŽŽôéáâàæ. éŽöæê t∗ < sup I áŽ ŽîïâĲëĲï äôãŽîæ lim

t→t∗−
x(t) = x ∗ ∈ D.

ýëèë r∗ ≡ min
{3
4
ρ(x ∗,Γ), 2

}
áŽ D∗ ≡

{
x : ∥x − x ∗∥ ≤ r∗

}
⊂ D. ãŽøãâêëå,

îëé, àŽîçãâñèæ ŽáàæèæáŽê áŽûõâĲñèæ õãâèæ Dk ⊂ D∗.

M ∗
k ≡ max

{
∥f(t, x)∥ : (t, x) ∈ [tk, tk+1]×Dk

}
,

M ∗ = max
{
∥f(t, x)∥ : (t, x) ∈ [t0, t

∗]×D
}
.

Dk ⊂ D-ï àŽéë àãŽóãï M ∗
k ≤ M ∗. àŽîáŽ ŽéæïŽ, îŽáàŽê éŽêúæèæ x ∗-áŽê D Žîæï

ïŽäôãîŽéáâ ŽáŽáâĲæåæŽ xk → x ∗, Žáãæèæ áŽïŽêŽýæŽ, îëé rk > r0, ïŽáŽù r0
îŽôŽù áŽáâĲæåæ îæùýãæŽ. ïŽĲëèëëá δk > η > 0, Žïâ îëé tk > t0+ kη → +∞.
éæãæôâå ïŽûæêŽŽôéáâàë áŽ åâëîâéŽ áŽéðçæùâĲñèæŽ. �
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