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მარკოვის დისკრეტული  ჯაჭვები 

 

შემთხვევითი პროცესები 

 დისკრეტული და უწყვეტი შემთხვევითი პროცესები 

 შემთხვევითი პროცესი (გამოიყენება აგრეთვე “ალბათური” ან “სტოქასტური” 

პროცესების ცნება) ეწოდება       შემთხვევით სიდიდეთა ოჯახს, რომლებიც 

დამოკიდებულია   პარამეტრზე.   პარამეტრი მნიშვნელობებს ღებულობს რეიმე T 

სიმრავლიდან. ისეთ პროცესებს, რომელთათვისაც T სიმრავლე გაიგივებულია {...,-3,-

2,-1,0,1,2,...} სიმრავლესთან ან მის ნაწილთან, უწოდებენ პროცესებს დისკრეტული 

დროით ან შემთხვევით მიმდევრობებს. თუ  T ემთხვევა რომელიმე T=[a,b] რიცხვით 

ინტერვალს, მაშინ              ერთობლიობას უწოდებენ პროცესებს უწყვეტი 

დროით. 

 შემთხვევითი პროცესების მაგალითად შეგვიძლია განვიხილოთ გაზის 

მოლეკულების მოძრაობა დროში, წყალსაცავში წყლის დონე, თვითმფრინავის 

ფრთების რხევა და სხვა.  

 

ერთგვაროვანი და არაერთგვაროვანი მარკოვის ჯაჭვები 

 როგორც ვიცით, ბერნულის ცდები ეწოდება დამოუკიდებელი ცდების 

მიმდევრობას, თუ ყოველ ცდას აქვს მხოლოდ ორი შესაძლებელი შედეგი და ამ 

შედეგების ალბათობები უცვლელია ყველა ცდისათვის.  ჩვეულებრივ ამ ალბათობებს 

აღნიშნავენ  p და q – თი (p+q=1)  და შედეგს p ალბათობით უწოდებენ „წარმატებას“, 

ხოლო შედეგს  q=1-p ალბათობით “წარუმატებლობას”. ბერნულის ცდის ყველაზე 

ცნობილ მაგალითს წარმოადგენს სიმეტრიული მონეტის მიმდევრობით აგდება.  აქ   

p=q=1/2. 
        პრაქტიკაში ხშირად გვხვდება ერთგვაროვან ცდათა ისეთი მიმდევრობა, როცა 

თითოეული ცდის შედეგი გავლენას ახდენს მომდევნო  ცდების შესაძლო შედეგთა 

პირობით ალბათობებზე. განვიხილოთ ასეთი მაგალითი. სპორტსმენი ვარჯიშობს 

სროლაში შემდეგი წესით.  ყოველი გასროლის შემდეგ ცვლის მანძილს სამიზნემდე 

იმის მიხედვით, ტყვია მოხვდა სამიზნეს თუ არა. მოხვედრის შემთხვევაში იგი 

მანძილს ზრდის 1 მეტრით, ზოლო აცდენის შემთხვევაში ამცირებს იგივე სიდიდით. 

სამიზნეში მოხვედრის ალბათობა დამოკიდებულია მანძილზე სამიზნესა და 

სპორტსმენს შორის. ეს მანძილი კი ყოველ კონკრეტულ ცდაში დამოკიდებულია 

იმაზე, თუ რა შედეგით დამთავრდა წინა ცდა. 
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      მარკოვის ჯაჭვი ეწოდება ცდათა მიმდევრობას, თუ n-ური ცდის შედეგი 

დამოკიდებულია მხოლოდ წინა       ცდის შედეგზე და არაა დამოკიდებული 

ადრე ჩატარებული არცერთი ცდის შედეგზე. 

       მაგალითი: ვთქვათ   სომბოლო აღნიშნავს ცდის შედეგს და ვიგულისხმოთ, 

რომ   -ს შეუძლია მიიღოს         მნიშვნელობები.      ტოლობით აღნიშნულია 

შემდეგი ხდომილობა: “  - ური ცდის შედეგია  ”. მაშინ მარკოვის ჯაჭვი აღიწერება 

             ) პირობითი ალბათობებით. ცდის შედეგებს ვუწოდოთ  

მდგომარეობები. თუ მდგომარეობიდან მდგომარეობაში გადასვლის ეს ალბათობები 

არ იცვლებიან ცდების შედეგად  (ე.ი. ერთი და იგივე რიცხვებია ყველა ცდისათვის), 

მაშინ იტყვიან, რომ მარკოვის ჯაჭვი ერთგვაროვანია. ამ შემთხვევაში შეიძლება 

დავწეროთ               )=    . 

          თუ  გადასვლის ალბათობები დამოკიდებულია  ცდის ნომერზე, მაშინ ჯაჭვი      

არაერთგვაროვანია. 

               ალბათობების ერთობლიობა მოიცემა კვადრატული მატრიცის სახით 
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 სადაც           ∑         ამ მატრიცის სტრიქონები შეესაბამებიან შესაძლებელ 

მდგომარეობას    - ურ  ცდაში, ხოლო  სვეტები      ცდაში. 

         ისეთ  მატრიცას,  რომლის  თითოეული  სტრიქონის  ელემენტები 

არაუარყოფითია და მათი ჯამი ერთის ტოლია ( 1,10
1

 


i

j

ijij pp  )   ეწოდება  

სტოქასტური   მატრიცა.  თუ სტრიქონების ელემენტების ჯამის გარდა სვეტების 

ელემენტების ჯამიც 1-ის ტოლია ( ,1,1
11

 


k

i

ij

k

j

ij pp 0 ijp   ),  მაშინ ასეთ მატრიცას 

ეწოდება ორმაგად სტოქასტური.       ელემეტი აღნიშნავს  n    ცდაში    -ურ 

მდგომარეობაში  გადასვლის  ალბათობას,  თუ    - ურ ცდაში გვქონდა    -ური  

მდგომარეობა. 

მარკოვის ჯაჭვის მოსაცემად გადასვლის ალბათობების გარდა საჭიროა ასევე 

ინფორმაცია მისი მდგომარეობის შესახებ პირველ ცდაზე. ეს ინფორმაცია შეიძლება 

მოცემული იქნეს ალბათობების საწყისი განაწილების სახით: პროცესი იწყება  -ური 

მდგომარეობიდან     ალბათობით.  ამ ინფორმააციის ცოდნის  შედეგად შეიძლება 

დავთვალოთ მდგომარეობათა ნებისმიერი კონკრეტული მიმდევრობის ალბათობა  

შესაბამისი გადასვლის ალბათობების გადამრავლების გზით.     მაგ: ალბათობა იმისა, 
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რომ 4 ცდის შედეგად გვექნება 3,2,1,3 მდგომარეობათა მიმდევრობა, ტოლია 

           , სადაც    არის ალბათობა იმისა, რომ პირველი ცდის შედეგად ჯაჭვი 

აღმოჩნდება 3-ე მდგომარეობაში. მაშასადამე, ნებისმიერი სტოქასტური მატრიცა 

შეიძლება განვიხილოთ როგორც გადასვლის ალბათობების მატრიცა. საწყის 

განაწილებასთან ერთად ის სრულად განსაზღვრავს გარკვეულ მარკოვის ჯაჭვს. 

 

მარკოვის ჯაჭვის მაგალითები 

 

 წარმოვიდგინოთ ნაწილაკი, რომელიც მოძრაობს წრფეზე ერთეულის ტოლი 

ბიჯით. ყოველი ბიჯი მიმართულია მარჯვნივ    ალბათობით და მარცხნივ   

ალბათობით        . ნაწილაკი მოძრაობს მანამ, სანამ ის არ მიაღწევს “ სასაზღვრო 

წერტილებს”. ამ წერტილებში ნაწილაკის შესაძლებელ ქცევას მივყავართ სხვადასხვა 

ტიპის მარკოვის ჯაჭვებამდე. ჯაჭვის მდგომარეობებია ნაწილაკის შესაძლებელი 

მდებარეობები. განვიხილოთ 5  შემთხვევა, როცა  s1 და s5  “სასაზღვრო ”, ხოლო ,  s2, 

s3, s4  შიგა წერტილებია: 

 

....

54321 sssss

 

      მაგალითი 1: დავუშვათ, რომ პროცესი , როცა ის მიაღწევს    ან    

მდგომარეობას, დარჩება იმ მდგომარეობაში სამუდამოდ. ამ შემთხვევაში 

მდგომარეობათა შორის გადასვლის მატრიცას აქვს სახე:  
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    მაგალითი 2: ვთქვათ    მდგომარეობაში მიღწევის შემდეგ ის შემდეგ ბიჯზე 

მიდის უკან       მდგომარეობაში, ხოლო    -ის  მიღწევის შემდეგ      მდგომარეობაში.  
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      მაგალითი 3: მესამე შემთხვევაში      და     მდგომარეობების მიღწევის 

შემდეგ ნაწილაკი შემდეგ ბიჯზე გადადის  ცენტრალურ       მდგომარეობაში. მაშინ  
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    მაგალითი  4:  ვთქვათ “სასაზღვრო” წერტილებში მიღწევის შემდეგ ნაწილაკი 

შემდეგ ბიჯზე 1/2-ის ტოლი ალბათობით რჩება იმავე მდგომარეობაში ან გადადის 

მეორე “სასაზღვრო” წერტილში. მაშინ   
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     მაგალითი  5: “ სასაზღვრო “ წერტილის მიღწევის შემდეგ ნაწილაკი მომდევნო 

ბიჯზე დაუყოვნებლივ გადადის მეორე “სასაზღვრო” წერტილში.  ამ შემთხვევაში  
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მარკოვის ჯაჭვის მდგომარეობებს  შორის    n  

 ბიჯზე  გადასვლის ალბათობები 

 

        ავღნიშნოთ  
  

   
 - ით    - ური მდგომარეობიდან   - ურ მდგომარეობაში 

გადასვლის ალბათობა ზუსტად   ბიჯში. სხვაგვარად რომ ვთქვათ,   
  

   
  არის   - ურ 

ბიჯზე    - ურ მდგომარეობაში მოხვედრის ალბათობა იმ პირობით, რომ საწყისი 

მდგომარეობა იყო   .  იგი  ტოლია    სიგრძის ყველა იმ  
jiniii sssss 121 ..,    გზების 

ალბათობების ჯამისა, რომლებიც იწყება    - ში და მთავრდება    --ში.  კერძოდ :  

      ( 
  
   

)  (   )         და              
  
     ∑        .                (1) 

       ინდუქციით  მივიღებთ ზოგად რეკურენტულ ფორმულას 

                                       
  
        



j

n

iv pp )(  .                                             (2)  

    შემდგომი  ინდუქცია    –ით მოგვცემს ძირითად იგივეობას 

                                        
  
       ∑  

  

    
  

   
   .                                              (3) 
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 ეს ფორმულა ასახავს იმ ფაქტს, რომ პირველი   ბიჯით    მდგომარეობა 

გადადის შუალედურ     მდგომარეობაში , ხოლო    მდგომარეობიდან    

მდგომარეობაში გადასვლის ალბათობა არაა დამოკიდებული იმ გარემოებაზე, თუ 

როგორი გზით იქნა მიღწეული     მდგომარეობა. ორ, სამ და ზოგადად    ბიჯზე 

მდგომარეობებს შორის გადასვლის ალბათობების მოძებნა შესაძლებელია ასევე 

საწყისი              გადასვლის მატრიცების ხარისხების საშუალებით. კერძოდ:     

 

         
       

 , 

         
       

,  

. . . . . . . . . . . . . . .  

         
       

. 

 

 

 

მარკოვის  ჯაჭვების აღწერის გრაფული  

 და  მატრიცული მეთოდები 

 

         როგორც ზემოთ ავღნიშნეთ, ნებისმიერი სტოქასტური მატრიცა საწყის 

განაწილებასთან ერთად განსაზღვრავს გარკეულ მარკოვის ჯაჭვს. მარკოვის ჯაჭვის 

გრაფული აღწერისათვის საჭიროა მდგომარებები ავღნიშნოთ წერტილებით, ხოლო 

მდგომარეობიდან მდგომარეობაში გადასვლა მიმართული ისრით, რომელზედაც 

დაიწერება გადასვლის შესაბამისი ალბათობა. მაგალითად: მარკოვის ჯაჭვის 1-5 

მაგალითები ასე წარმოდგება: 
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 ასე რომ, თუ მოცემული გვაქვს მარკოვის ჯაჭვის მდგომარეობებს შორის 

გადასვლის მატრიცა, შეიძლება ავაგოთ ამ ჯაჭვის მდგომარეობებს შორის გადასვლის 

გრაფი და პირიქით, მდგომარეობებს შორის გადასვლის გრაფის საშუალებით 

შეიძლება ავაგოთ მარკოვის ჯაჭვის მდგომარეობებს შორის გადასვლის მატრიცა. 

შევნიშნოთ, რომ მარკოვის ჯაჭვის მდგომარეობებს შორის გადასვლის     
  
  

მატრიცა არის ერთ ბიჯზე  მდგომარეობებს  შორის გადასვლის მატრიცა. 
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მარკოვის ჯაჭვების  მდგომარეობებისა და 

 ჯაჭვების კლასიფიკაცია 

 

        მარკოვის ჯაჭვების მდგომარეობების კლასიფიკაცია მოვახდინოთ 

დაბრუნებადობისა და არადაბრუნებადობის,  პერიოდულობისა და 

არაპერიოდულობის თვისებების  მიხედვით. 

         ურ მდგომარეობას ეწოდება მშთანთქავი, თუ      1 . ე.ი. თუ მოხვდები 

მშთანთქავ მდგომარეობაში, შეუძლებელია იქედან გამოსვლა. 

      ვთქვათ )(n

ijf არის ალბათობა იმისა, რომ პირველად    - ურ მდგომარეობაში  

მოხვედრა  -ური ბიჯის შედეგად შესაძლებელია     - ური მდგომარეობიდან 

სტარტის შედეგად. დავუშვათ 

00 ijf
 
 და   






1

)(

n

n

ijij ff                        (4)    

 






1

)(

n

n

jjj nf
 .                             

 (5)  

 ცხადია, რომ ijf  არის ალბათობა იმისა, რომ     -ური მდგომარეობიდან 

გამოსვლის შედეგად სისტემა ოდესმე გაივლის    - ურ მდგომარეობაზე. ამიტომ 

1ijf  . როცა 1ijf , {
n

ijf } მიმდევრობა არის ალბათობათა საკუთარი განაწილება და 

მას დავარქვათ     – ში პირველად მიღწევის დროის განაწილება. კერძოდ{ 
n

ijf } იქნება 

   - ში დაბრუნების დროის განაწილება. (5) განმარტებას აზრი მაშინ აქვს, როცა 1ijf . 

ე.ი. როცა დაბრუნება    - ში აუცილებლად მოხდება. ამ შემთხვევაში j    და ის 

იქნება    - ში დაბრუნების საშუალო დრო.  

      მდგომარეობა დაბრუნებადია, თუ        და არადაბრუნებადი, თუ 1jjf . 

            დაბრუნებად მდგომარეობას ეწოდება 0-ოვანი, თუ მისთვის დაბრუნების 

საშუალო დრო  j . 

            მდგომარეობას (დაბრუნებადს) აქვს  1d  პერიოდი, თუ 
 

0
n

jj
p  , როცა   

არ არის   -ს ჯერადი, ხოლო   არის უდიდესი მთელი რიცხი, რომელსაც ეს თვისება 

გააჩნია.    მდგომარეობა არის არაპერიოდული, თუ ასეთი 1d   არ არსებობს. ე.ი.   

არის უდიდესი საერთო გამყოფი  {   0: npn jj  } რიცხვთა სიმრავლისა.  
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         მდგომარეობათა ერგოდული სიმრავლე - ისეთი სიმრავლე, რომელშიდაც 

ნებისმიერი მდგომარეობიდან შეიძლება მოხვდე ნებისმიერ სხვა მდგომარეობაში, 

მაგრამ ასეთი სიმრავლიდან გამოსვლა შეუძლებელია. 

      მდგომარეობათა არადაბრუნებადი სიმრავლე- ისეთი სიმრავლე, 

რომელშიდაც ნებისმიერი მდგომარეობიდან შეიძლება მოხვდე ნებისმიერ 

მდგომარეობაში, მაგრამ ასეთი სიმრავლიდან გამოსვლა შესაძლებელია. 

      ერგოდული მდგომარეობა - ერგოდულ მდგომარეობათა სიმრავლის 

ელემენტი. 

     არადაბრუნებადი მდგომარეობა - არადაბრუნებად მდგომარეობათა 

სიმრავლის ელემენტი. 

      მშთანთქავი მდგომარეობა - მდგომარეობა, რომელშიდაც მოხვედრის შემდეგ 

იქედან გამოსვლა შეუძლებელია. 

    მარკოვის ჯაჭვი -- შემთხვევითი პროცესი, რომელიც სასრულ ან თვლად 

მდგომარეობათა სიმრავლეზე მიმდინარეობს და რომელიმე მდგომარეობაში 

მოხვედრის ალბათობა დამოკიდებულია მხოლოდ წინა მდგომარეობაზე. 

     მშთანთქავი ჯაჭვი  -- ჯაჭვი, რომელსაც ერთი მშთანთქავი მდგომარეობა 

მაინც გააჩნია, ამავე დროს ნებისმიერი მდგომარეობიდან შესაძლებელია მშთანთქავ 

მდგომარეობაში მოხვედრა. 

   ერგოდული ჯაჭვი -- ჯაჭვი, რომლის მდგომარეობებიც შეადგენენ ერთ 

ერგოდულ სიმრავლეს ანუ ჯაჭვი, რომელშიდაც ნებისმიერი მდგომარეობიდან 

შესაძლებელია ნებისმიერ მდგომარეობაში მოხვედრა. 

    ციკლური  ჯაჭვი   -- ერგოდული ჯაჭვი, რომელშიდაც ყოველ მდგომარეობაში 

მოხვედრა   შესაძლებელია მხოლოდ დროის განსაზღვრულ პერიოდულ 

შუალედებში. 

      რეგულარული ჯაჭვი  -- ერგოდული ჯაჭვი, რომელიც არ არის ციკლური. 

          მდგომარეობას ეწოდება მიღწევადი    მდგომარეობიდან, თუ არსებობს 

ისეთი    , რომ  
  

   
 > 0.      და     მდგომარეობებს ეწოდებათ შეტყობინებადი, თუ 

ისინი ურთიერთმიღწევადია, ე. ი. თუ   
  

   
 > 0  და   

  

     .  

            მდგომარეობას ეწოდება არაარსებითი, თუ არსებობს ისეთი     

მდგომარეობა, რომ      მდგომარეობა მიღწევადია      მდგომარეობიდან, ხოლო      

მდგომარეობა არამიღწევადია    მდგომარეობიდან და ეწოდება არსებითი  

წინააღმდეგ შემთხვევაში. 
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      1-ლ მაგ.-ში    და     მდგომარეობები მშთანთქავია, ხოლო            

არადაბრუნებადი. 2-ე მაგალითში ნებისმიერი მდგომარეობიდან შეიძლება მოხვდე 

ნებისმიერ მდგომარეობაში. ამიტომ ეს ჯაჭვი ერგოდულია. ნებისმიერ 

მდგომარეობაში შეიძლება დაბრუნდე, მხოლოდ ლუწი რაოდენობის ბიჯებით. 

ამიტომ თითოეული მდგომარეობის პერიოდია 2. გვაქვს 2 ციკლური სიმრავლე {s1, 

s3, s5 } და  {s2, s4 }.  ჯაჭვის პერიოდიც 2-ის ტოლია.  

      მე-3 მაგალითშიც ნებისმიერი მდგომარეობიდან შეიძლება მოხვდე ნებისმიერ  

მდგომარეობაში. ე.ი. გვაქვს ისევ ერგოდული ჯაჭვი. s3-ში მოხვედრა (s3-დან 

გამოსვლის შემდეგ) შესაძლებელია როგორც 2, ისე 3 ბიჯზე. ამათი უდიდესი საერთო 

გამყოფი d=1  . ე.ი. ჯაჭვი არის ერგოდული და არაპერიოდული, ანუ რეგულარული. 

     მე-4-ე  მაგ.-ში {s1, s5 }  მდგომარეობები ქმნიან ერგოდულ სიმრავლეს, 

რომელიც რეგულარულია. {s2, s3, s4 }   სიმრავლე არადაბუნებადი სიმრავლეა. 

     მე-5-ე მაგ.-ში {s1, s5}   სიმრავლე ერგოდული სიმრავლეა 2-ის ტოლი 

პერიოდით, ხოლო {s2, s3, s4 }  სიმრავლე ისევ არადაბრუნებადია. 

 

 

მარკოვის ჯაჭვების მდგომარეობათა სტაციონალური 

(ფინალური) განაწილება 

 

      განვიხილოთ მარკოვის ჯაჭვის მდგომარეობებს შორის გადასვლის მატრიცა                  
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      ავღნიშნოთ      -ით  n -ურ ცდაში   -ურ მდგომარეობაში ყოფნის ალბათობა. 

ვთქვათ                         ვექტორ-სტრიქონია, რომელიც შედგება n-ურ ცდაში 

მდგომარეობათა ალბათობებისაგან.  მაშინ სამართლიანია შემდეგი ფორმულა 
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                                                                                                            (6) 

        

             
 

             
 

     ამ ტოლობის აზრი მდგომარეობს იმაში, რომ n - ურ ცდაში თითოეული 

მდგომარეობის ალბათობის მოსაძებნად საჭიროა საწყისი     ვექტორ-სტრიქონი 

გავამრავლოთ გადასვლის P მატრიცის n-1 ხარისხზე. 

  განვიხილოთ ჯაჭვი ორი      და      მდგომარეობით და გადასვლის მატრიცით 
















2/12/1

4/14/3
21
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1
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s
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             ,   ე.ი.      
 

 
 
 

 
 , მაშინ 

        (
 

 
 
 

 
)  (
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) 

  =    =(
 

 
 
 

 
)  (

 

 

 

 
 

 

 

 

)=(
  

  
 
  

  
) და ა.შ. 

შევნიშნოთ რომ     
=(

  

  

 

  
 

 

 

 

)   და      შეიძლება ასე მივიღოთ : 

  =      
=(

 

 
 
 

 
)(

  

  

 

  
 

 

 

 

)==(
  

  
 
  

  
) 

გამოთვლების გაგრძელებით მივიღებთ: 
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n-ური 

ცდა 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

     0.5 0.625 0.656 0.664 0.666 0.667 0.667 0.667 0.667 

     0.5 0.375 0.344 0.336 0.334 0.333 0.333 0.333 0.333 

 

   ამ შედეგთა ანალიზი გვარწმუნებს, რომ საკმარისად დიდი   -ებისთვის 

     
 

 
       

 

 
  

 

       ვიგულისხმოთ, რომ პროცესი იწყება      მდგომარეობიდან. ე.ი                 

და           .  მაშინ 

              (
  ⁄   ⁄
  ⁄   ⁄

) =(3/4,1/4) 

 

                    (
    ⁄    ⁄

  ⁄   ⁄
)=(11/16, 5/16) 

 

                   ⁄         

 

- - - - - - - - - 

 

 

n-ური 

ცდა 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

     0.5 0.625 0.656 0.664 0.666 0.667 0.667 0.667 0.667 
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     0.5 0.375 0.344 0.336 0.334 0.333 0.333 0.333 0.333 

 

     მიუხედავად საწყისი პირობების სხვაობისა, ორივე განსახილველ პროცესს 

აქვს ერთი და იგივე ზღვრული მნიშვნელობა:      
 

 
  ან         

 

 
.   უფრო ზოგადად 

ნებისმიერი      და     - თვის, ისეთისთვის, რომ                              

შედეგი იქნებოდა ანალოგიური. შევნიშნოთ, რომ ჩვენს მაგალითში ჯაჭვი არის 

ერგოდული. ერგოდულ ჯაჭვებს გააჩნიათ მეტად საინტერესო თვისება: 

მდგომარეობათა ზღვრული (სტაციონალური) განაწილება არაა დამოკიდებული 

საწყის განაწილებაზე. ანუ ერგოდული ჯაჭვის ნებისმიერი     მდგომარეობისთვის 

არსებობს ისეთი   >0, რომ  

             , 

სადაც     არ არის დამოკიდებული საწყისი განაწილების ვექტორზე. ამ ზღვრულ    

მნიშვნელობებს ეწოდებათ მარკოვის ჯაჭვის სტაციონალური ალბათობები, ხოლო 

                    ვექტორ-სტრიქონს მოცემული ჯაჭვის სტაციონალური 

ვექტორი.  

           მაშასადამე , სტაციონალური U ვექტორის მოსაძებნად საჭიროა 

                            (7) 

მატრიცული განტოლების ამოხსნა, სადაც    (              ) 

  (   )  












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




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...
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k
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,     ∑       
   . 

 (7)-ე განტოლება შემდეგნაირად შეიძლება ჩავწეროთ სისტემის სახით 

                       

                       

 - - - - - - - - - - - - - - - - -  

                       

                           (ნორმირების პირობა) 
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 ჩვენი მაგალითისათვის გვექნება 

                    (     )= (     )  (
  ⁄   ⁄

  ⁄   ⁄
)      (ანუ        ), 

   
 

 
    

 

 
  , 

   
 

 
   

 

 
  . 

მაგრამ        . აქედან        . ჩავსვათ პირველ განტოლებაში        . 

მივიღებთ 

   
 

 
   

 

 
    

 
  

 

 
   

 

 
 

 

 
 

 

 
   

 

 
   

 

 
 

 

 

 
   

 

 
       

 

 
. მაშინ    

 

 
. 

 

ე.ი.      და       ემთხვევიან        და         ს, როცა    . 

 

     შენიშვნა 1: თუ ერგოდული ჯაჭვის გადასვლის მატრიცის ყველა სტრიქონი 

ერთნაირია, მაშინ ეს სტრიქონი იქნება მოცემული ჯაჭვის ზღვრული 

(სტაციონალური) ვექტორი. 

    შენიშვნა 2: თუ ერგოდული ჯაჭვის გადასვლის მატრიცა ორმაგად 

სტოქასტურია, მაშინ სტაციონალური ვექტორის ყველა კომპონენტი ერთმანეთის 

ტოლია: 

           
 

 
   და  U   

 

 
 
 

 
   

 

 
 . 
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მარკოვის მშთანთქავი ჯაჭვები და  

ფუნდამენტური მატრიცა 

 

       განვიხილოთ მარკოვის მშთანთქავი ჯაჭვი და მდგომარეობათა შორის 

გადასვლის მატრიცას მივცეთ შემდეგი კანონიკური სახე: 

k

kr

QR

I
P

kkr























0

 

      აქ ყველა მშთანთქავი მდგომარეობა გაერთიანებულია ერთ ჯგუფში, ხოლო 

ყველა არადაბრუნებადი მდგომარეობა მეორე ჯგუფში. პირველი ჯგუფის აღმწერი   

ქვემატრიცის განზომილებაა  (r-s)x(r-s)–ზე, ხოლო მეორე ჯგუფისა კი -     -ზე. 0 -

ოვანი მატრიცა კი მთლიანად ნულებისაგანაა შედგენილი.       ქვემატრიცა აღწერს 

პროცესს ქცევის არადაბრუნებად მდგომარეობათა სიმრავლიდან გამოსვლამდე; 

ხოლო           ქვემატრიცა შეესაბამება  არადაბრუნებადი მდგომარეობებიდან 

მშთანთქავ მდგომარეობებში გადასვლებს.    მატრიცა კი არის (r-s)x(r-s)  –ზე 

განზომილების ერთეულოვანი მატრიცა და შეესაბამება მშთანთქავ მდგომარეობებს. 

    1 მაგალითში     და    მდგომარეობები მშთანთქავია, ხოლო           - 

არადაბრუნებადი. ამ შემთხვევაში 
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     თეორემა: ნებისმიერი მარკოვის მშთანთქავი ჯაჭვისათვის      მატრიცა 

შებრუნებადია, ამასთან                   ∑    
    . 

   განმარტება: მარკოვის მშთანთქავი ჯაჭვისათვის            მატრიცას 

ეწოდება ფუნდამენტური მატრიცა. 
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მარკოვის მშთანთქავი ჯაჭვების ძირითადი 

 მახასიათებლები 

 

1. გადასვლის მატრიცის კანონიკური ფორმა 

  (
  
  

) 

 2.
 jn - შთანთქმამდე   jS მდგომარეობაში გატარებული დრო. 

3.  k

ju - ფუნქცია, რომელიც 1-ის ტოლია , თუ k –ური ბიჯის შემდეგ ჯაჭვი იმყოფება     

jS მდგომარეობაში, ხოლო 0-ის ტოლია წინააღმდეგ შემთხვევაში. 

4.  t - შთანთქმამდე ბიჯების სრული რიცხვი.  

5. ijb  - iS  -ური მდგომარეობიდან გამოსვლის  შემთხვევაში  jS -ურ მდგომარეობაში 

შთანთქმის ალბათობა. 

6. ir - არადაბრუნებად მდგომარეობაში ყოფნის დრო  (ამ მდგომარეობიდან 

გამოსვლამდე) 

7 - ალბათობა იმისა, რომ პროცესი ოდესმე მოხვდეს   jS მდგომარეობაში  iS –ური 

მდგომარეობიდან გამოსვლისას. 

8.  m -არადაბრუნებად მდგომარეობათა სრული როცხვი, რომლებშიც პროცესი 

იმყოფება შთანთქმამდე. 

     შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

                      -აღნიშნავდნენ შესაბამისად   ფუნქციის მათემატიკურ 

მოლოდინს,     ფუნქციის დისპერსიას და P მტკიცებულობის ალბათობას იმ 

პირობით, რომ ჯაჭვის საწყისი მდგომარეობაა iS  . 

       -მატრიცა     – ელემენტებით. 

  =    - ვექტორ-სტრიქონი   კომპონენტით. 

      -ვექტორ-სვეტი    კომპონენტით. 

ijh
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ξ - ვექტორ-სვეტი, რომლის ყველა ელემენტი 1-ის ტოლია. 

η - ვექტორ-სტრიქონი, რომლის ყველა ელემენტი 1-ის ტოლია 

E - მატრიცა რომლის ყველა ელემენტი 1-ის ტოლია. 

I – ერთეულოვანი მატრიცა. 

O – მატრიცა, რომლის ყველა ელემენტი 0-ია. 

   – A მატრიცის ტრანსპონირებული მატრიცა. 

    – მატრიცა რომელიც მიიღება A მატრიცის ყველა ელემენტის კვადრატში 

ახარისხებით. 

   - მატრიცა რომელიც მიიღება A მატრიცისგან ყველა ელემენტის, მთავარ 

დიაგონალზე მყოფი ელემენტების გარდა, ნულით შეცვლით. 

   ამ შენიშვნების შემდეგ, მშთანთქავი ჯაჭვების ძირითადი მახასიათებლები 

შეგვიძლია გამოვთვალოთ შემდეგი ფორმულებით: 

 

1.   {  (  )}          - ფუნდამენტური  მატრიცა 

 

2.    {  (  )}  (      )      

 

3.   {   }     

 

4.              
 

5.                        

 

6.                
     

 

7.        
 

     
 

 

8.        
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მარკოვის ერგოდული ჯაჭვების ფუნდამენტური 

 მატრიცა და ძირითადი მახასიათებლები 

 

        ერგოდული ჯაჭვი ხასიათდება იმით, რომ იგი შედგება მხოლოდ ერთი 

ერგოდული კლასისგან, ე.ი შესაძლებელია ყოველი მდგომარეობიდან ნებისმიერ სხვა 

მდგომარეობაში გადასვლა. 

     თეორემა: ნებისმიერი ერგოდული ჯაჭვისათვის გადასვლის მატრიცის   
  

ხარისხები კრებადია ზღვრული A მატრიცისაკენ და ამ მატრიცას აქვს სახე A=ξα, 

სადაც α=     არის დადებითი უძრავი ალბათური ვექტორი P მატრიცისათვის   -ური 

კომპონენტებით (სტაციონალური განაწილება). 

     B=      აღნიშნავდეს თითოეულ მდგომარეობაში გატარებული დროის ზღვრული 

დისპერსიის ვექტორს. 

A – მატრიცა, რომლის თითოეული სტრიქონი α-ს ტოლია. 

D- დიაგონალური მატრიცა, რომლის   -ური დიაგონალური ელემენტია  
 

  
  

  {   } მატრიცა, რომლის        ელემენტი არის   -ური მდგომარეობიდან    -

ურ მდგომარეობაში პირველად მიღწევის დროის მათემატიკური ლოდინი. 

  {   }   - მატრიცა, რომლის      ელემენტი არის    -ური მდგომარეობიდან    -

ურ მდგომარეობაში პირველად მიღწევის დროის დისპერსია. 

  
   

    -ურ მდგომარეობაში პირველ    ბიჯზე გატარებული დრო. 

      თეორემა:  თუ P ერგოდული ჯაჭვის გადასვლის მატრიცაა, მაშინ   

            შებრუნებული მატრიცა არსებობს და  

a)       

b)      

g)      

d) (   )      

 



 
 

22 
 

                     მატრიცას ეწოდება ერგოდული ჯაჭვების 

ფუნდამენტალური მატრიცა, რომლის საშუალებითაც გამოითვლება ერგოდული 

ჯაჭვების ძირითადი მახასიათებლები შემდეგი ფორმულებით: 

1.   {   }              

2.  ̅        

3.   {   }   (       )                

4.   {   }  {                      }        {
     
     

 

5.     
 

  
 

6.    = 
    

  
  

 

  
  

7.          

8.        

9.           ̅            ∑      

10.            ̅   . 

 

 

მარკოვის ჯაჭვების შებრუნებადობა 

     მარკოვის პროცესს თუ დავაკვირდებით შებრუნებული მიმდევრობით, იგი 

აგრეთვე იქნება მარკოვის პროცესი.  

    განმარტება:  ვთქვათ P არის რაიმე ერგოდული მარკოვის ჯაჭვის გადასვლის 

მატრიცა და α მისი უძრავი ალბათური ვექტორი მაშინ P-თვის შებრუნებული 

მარკოვის ჯაჭვი ეწოდება მარკოვის ჯაჭვს, რომლის გადასვლის მატრიცაა 

 ̂  {   ̂}  {
     

  
}           

   განმარტება:  მარკოვის ჯაჭვს ეწოდება შებრუნებადი, თუ 

   ̂ 

   თეორემა: მარკოვის ჯაჭვი შებრუნებადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

      მატრიცა სიმეტრიულია. 

   შებრუნებადობის აღწერის მეორე ხერხი შემდეგში მდგომარეობს: პროცესს 

ვუწოდოთ შებრუნებადი, თუ ნებისმიერი    და მისი მომდევნო   -თვის 



 
 

23 
 

სტაციონალური განაწილება იგივეა, რაც ნებისმიერი     და მისი მომდევნო    - თვის. 

ე.ი თუ ნებისმიერი         -თვის 

 (         ⁄    )             ⁄      . 

ეს უკანასკნელი პირობა კი შესრულდება, თუ 

           ,   ანუ  თუ       
     

  
 ,  

ე.ი თუ        ̂  ყველა      -თვის. 

    პირდაპირი და შებრუნებადი ჯაჭვებისათვის სამართლიანია შემდეგი 

თეორემები: 

  თეორემა 1:  P და  ̂ მატრიცებისათვის უძრავი ალბათური ვექტრორები 

ერთნაირია.  

  თეორემა  2:      ̂=      ,  სადაც    ̂      ̂   ̂ 
  

. 

  თეორემა 3:  ჯაჭვის ნებისმიერი მახასიათებელი, რომლის მნიშვნელობაც 

დამოკიდებულია მხოლოდ     და A-ზე, ერთნაირია როგორც პირდაპირი, ასევე 

შებრუნებული პროცესისათვის. 

 

 

 

მარკოვის მშთანთქავი ჯაჭვების თეორიის გამოყენება 

 ერგოდული ჯაჭვებისათვის 

        როგორც ვნახეთ,   მატრიცა საშუალებას იძლევა ვიპოვოთ ნებისმიერი     

მდგომარეობაში პირველად მიღწევის დროის მათემატიკური ლოდინი და 

დისპერსია. დავუშვათ, რომ ჩვენ გვაინტერესებს    ში პირველად მოხვედრამდე 

პროცესის სხვა უფრო მნიშვნელოვანი დეტალები. მაგალითად, საშუალოდ რამდენ 

დროს იმყოფება პროცესი ნებისმიერ სხვა მდგომარეობაში    -ში პირველად 

მოხვედრამდე. მარკოვის მშთანთქავი ჯაჭვების თეორია საშუალებას იძლევა გაეცეს 

პასუხი ამ და სხვა მსგავს კითხვებს. ამისათვის ჩვენი პროცესის     მდგომარეობა 

გავხადოთ მშთანთქავი. მიღებული ჯაჭვი იქნება მშთანთქავი ერთადერთი 
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მშთანთქავი     მდგომარეობით. ამ პროცესის ქცევა ზუსტად ემთხვევა საწყისი 

პროცესის ქცევას      მდგომარეობაში პირველად მოხვედრამდე. ამის გამო, ყველა 

ინფორმცია მშთანთქავი ჯაჭვების შესახებ შეიძლება გადავაქციოთ საწყისი ჯაჭვის 

შესახებ ინფორმაციად. კერძოდ, ასეთი მიდგომა საშუალებას მოგვცემს ვიპოვოთ     

მდგომარეობიდან     მდგომარეობაში მიღწევის დროის მათემატიკური ლოდინი და 

დისპერსია.  

 

 

მარკოვის ჯაჭვების მდგომარეობათა გამსხვილება 

        ვთქვათ, მოცემული გვაქვს მარკოვის ჯაჭვი   მდგომარეობით, გადასვლის P 

მატრიცით და საწყისი π განაწილებით.                იყოს მდგომარეობათა 

სიმრავლის რაიმე გახლეჩა. შევქმნათ ახალი პროცესი შემდგეგნაირად: ჩავთვალოთ, 

რომ ახალ პროცესში   -ური ეტაპის შედეგია    სიმრავლე, თუ   -ურ ბიჯზე საწყისი 

ჯაჭვი მოხვდება   -ში. მაშინ განაწილებები განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

      ნულოვან დონეზე            ,  

  პირველ დონეზე                     ,  

    ხოლო ზოგადად   –ურ დონეზე     (         ⁄                   ). 

     აღწერილი პროცედურა საშუალებას იძლევა დიდი რაოდენობის 

მდგომარეობების მქონე პროცესები შევცვალოთ ნაკლები რაოდენობის 

მდგომარეობის მქონე პროცესებით. ამ ახალ პროცესს ვუწოდოთ გამსხვილებული 

პროცესი. 

     განმარტება: ვიტყვით, რომ მარკოვის ჯაჭვის მდგომარეობები შეიძლება 

გავამსხვილოთ               გახლეჩის საშუალებით, თუ ნებისმმიერი საწყისი π 

განაწილებისათვის გამსხვილებული პროცესი წარმოადგენს მარკოვის ჯაჭვს, 

რომლის გადასვლის ალბათობები არაა დამოკიდებული π-ზე. 

        ვთქვათ,      
 ∑        

 . მაშინ საწყისი მარკოვის ჯაჭვისათვის        
 

წარმოადგენს      მდგომარობიდან     სიმრავლეში ერთ ბიჯზე  მოხვედრის  

ალბათობას. 

       თეორემა: იმისთვის, რომ მარკოვის ჯაჭვის მდგომარეობათა გამსხვილება 

შესაძლებელი იყოს              გახლეჩით, აუცილებელი და საკმარისია, რომ 

ნებისმიერი ორი     და    სიმრავლისათვის       
 ალბათობებს ჰქონდეთ ერთი და 

იგივე მნიშვნელობა ყველა   -თვის   -დან. ეს საერთო     ̂  მნიშვნელობები 

წარმოქმნიან გამსხვილებული ჯაჭვის გადასვლის მატრიცას. 
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       დავუშვათ მოცემული გვაქვს მარკოვის ჯაჭვი, რომლის მდგომარეობებიც 

შესაძლებელია გავამსხვილოთ                 გახლეჩით. ვთქვათ საწყისი ჯაჭვი 

შედგებოდა     მდგომარეობისაგან, ხოლო ახალ ჯაჭვს აქვს     მდგომარეობა. ვთქვათ 

U არის     ×   განზომილების მატრიცა, რომლის   ური სტრიქონი წარმოადგენს 

ალბათურ ვექტორს, რომელსაც გააჩნია ტოლი კომპონენტები  მდგომარეობის 

სიმრავლის მდგო-მარეობებისათვის და ნულები  დანარჩენ  ადგილებზე. ვთქვათ U 

არის    ×   განზო-მილების მატრიცა, რომლის   ური  სვეტი წარმოადგენს ვექტორს, 

რომლის      –დან მდგომარეობების შესატყვისი კომპონენტები 1-ის ტოლია, ხოლო 

დანარჩენი კომპონენტები 0-ია. მაშინ გამსხვილებული გადასვლის  ̂ მატრიცა 

მოიცემა ფორმულით  ̂     . 

       თეორემა:  თუ  P  მარკოვის ჯაჭვის გადასვლის მატრიცაა, რომლის 

მდგომარეობების გამსხვილებაც შესაძლებელია A გახლეჩის საშუალებით, ხოლო U 

და V მატრიცები განსაზღვრულები არიან ასეთი გახლეჩვისათვის ისე, როგორც 

ზემოთ განვსაზღვრეთ, მაშინ  

VUPV=PV. 

  ეს პირობა მდგომარეობათა გამსხვილების შესაძლებლობის ექვივალენტურია . 

       მაგ:  ვთქვათ ჯაჭვი მოცემულია   

  (

         
       
         

) 

გადასვლის მატრიცით. შევნიშნოთ, რომ     დან და    -დან    -ში გადასვლის 

ალბათობები ერთი და იგივეა. მაშასადამე                              

გახლეჩისათვის გამსხვილების საჭირო პირობები შესრულებულია და 

გამსხვილებული ჯაჭვის გადასვლის მატრიცა 

                       U               P               V                      U                      PV 
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        მაშასადამე, გამსხვილების შემთხვევაში  გამსხვილებული პროცესი 

წარმოადგენს მარკოვის ჯაჭვს ნებისმიერი საწყისი განაწილების დროს. იმ 
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შემთხვევაში კი, როდესაც ერთი  მაინც საწყისი განაწილების შემთხვევაში  მიიღება 

მარკოვის ჯაჭვი, ვიტყვით, რომ ადგილი აქვს სუსტ გამსხვილებას    გახლეჩის 

მიმართ.   

VUPV=PV 

პირობა არის აუცილებელი და საკმარისი პირობა გამსხვილებისათვის და საკმარისი 

პირობა სუსტი გამსხვილებისათვის. მეორე საკმარის პირობას კი წარმოადგენს   

 

UPVU=UP 

 ტოლობა. 

 

 

რეკურენტურული ხდომილება 

        ჩვენ განვიხილავთ ხდომილებათა რაიმე განმეორებად ანუ რეკურენტულ 

ერთობლიობას, დაკავშირებულს მიმდევრობით ცდებთან. ვიტყვით, რომ რაიმე E 

ერთობლიობა გამოდგება ასეთი თეორიისათვის, თუ თითოეული ასეთი 

ერთობლიობის გამოჩენის შემდეგ ცდები იწყება ხელახლა იმ აზრით, რომ ცდათა 

მიმდევრობა, რომელიც E-ს გამოჩენის შემდეგ ტარდება, წარმოქმნის ზუსტად 

ანალოგიურ მიმდ-ვრობას. დროის მომენტები ასეთ ერთობლიობებს  შორის 

ურთიერთდამოუკიდებელი ერთნაირად განაწილებული შემთხვევითი სიდიდეებია. 

        უმარტივეს კერძო შემთხვევაში E გამოიყენება როგორც “წარმატების” აღნიშვნა 

ბერნულის მიმდევრობით ცდებში. პირველი წარმატების შემდეგ ცდა ხელახლა 

იწყება. ეს პროცედურა განმეორებადია. მოვიყვანოთ საწინააღმდეგო მაგალითი: 

ვთქვათ ადამიანთა ჯგუფს მიმდევრობით უერთდება ადამიანთა ახალი წევრები, და 

ვთქვათ, E არის ხდომილება “ჯგუფში ორი ადამიანის დაბადების დღეები 

თანხვდება”. ასეთი ხდომილობა არაა განმეორებადი, იმიტომ რომ მისი პირველად 

მოხდენის შემდეგ იგი მუდმივად ხდება. 

 მაგალითები: 

1.    დასაწყისში დაბრუნება. ვთქვათ ბერნულის განმეორებით ცდებში E აღნიშნავს 

ხდომილებას “წარმატებათა და წარუმატებლობათა რაოდენობა ტოლია”. ავღწეროთ  
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        ურთიერთდამოუკიდებელი სიდიდეებით ცდების მიმდევრობა. ეს 

სიდიდეები ღებულობენ +1 და -1 მნიშვნელობებს    და    ალბათობებით.  დავუშვათ 

                

მაშინ       იქნება წარმატებათა რიცხვისა და წარუმატებლობათა რიცხვის სხვაობა და 

ხდომილება მოხდება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა       

2.   წინა მაგალითის ვარიანტია შემდეგი: E ხდომილება დადგება მაშინ, თუ წარმა-

ტებათა რიცხვი λ-ჯერ (λ>0   ნებისმიერი ფიქსირებული რიცხვია) აღემატება 

წარუმატებლობათა რიცხვს. თუ E ხდება   -ურ ცდაზე, მაშინ იგი ერთხელ კიდევ 

მოხდება     ცდაზე მხოლოდ მაშინ, თუ   +1 და      ცდებს შორის წარმატებათა 

რიცხვი ზუსტად λ-ჯერ მეტია წარუმატებლობათა რიცხვზე. ამიტომ  E-ს 

მიმდევრობებს შორის შუალედები იქნებიან დამოუკიდებლები და ერთნაირად 

განაწილებულები. 

3. ვთქვათ E ხდომილება დადგება მაშინ, როცა    მეტია ყველა წინამდებარე ჯამებზე. 

                            

 

თუ E ხდომილება დადგება   -ურ ცდაში, მაშინ იგივე ხდომილება მოხდება  

    -ურ ცდაზე მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

 

                         

მაგრამ         სხვაობები არის              … დარჩენილი მიმდევრობის კერძო 

ჯამები და ამიტომ E-ს ახალი გამოჩენა ამ დარჩენილი მიმდევრობისათვის 

განისაზღვრება ისევე, როგორც განისაზღვრა  E  მთელი მიმდევრობისათვის. 

 ბერნულის ცდებში წარმატებათა სერია.  განვიხილოთ, შემდეგი ხდომილებათა 

მიმდევრობა: „  სიგრძის წარმატებათა სერია“. ცხადია, რომ პირველად E 

ხდომილობის გამოჩენის შემდეგ იგი მეორედ გამოჩნდება მხოლოდ მაშინ, როცა 

ზედიზედ გვექნება    რაოდენობის წარმატება. მაგალითად, 

   |     |   |       |  

მიმდევრობა შეიცავს 3 სიგრძის 4 სერიას., რომლებიც გამოჩნდებიან 3,8,11,18 ცდების 

შემდეგ (აქ Y-წარმატებაა, H-წარუმატებლობა). 

 შემდგომში ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ E ხდომილების გამოჩენა    -ურ 

ცდაში დამოკიდებულია მხოლოდ პირველი    ცდის შედეგზე. 
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   განმარტება 1:  E თვისება განსაზღვრავს რეკურენტულ ხდომილებას, თუ : 

ა) იმისათვის, რომ E მოხდეს     -ურ  დაადგილებზე                 
  

მიმდევრობაში, აუცილებელი და საკმარისია, რომ E მოხდეს შემდეგი ორი 

მიმდევრობის ბოლო ადგილებზე. 

ბ)   თუ  E მოხდება   -ურ ადგილზე, მაშინ 

 {               
}   {          

}   {             
}  

      ყოველ რეკურენტულ E ხდომილობასთან დაკავშირებულია ორი მიმდევრობა 

რიცხვებისა, რომლებიც   =1,2,…-თვის ასე განიმარტება: 

                                    {E მოხდება   -ური ცდის დროს} 

       {E პირველად მოხდება   -ური ცდის დროს} . 

 

 

   განმარტება 2: რეკურენტულ ხდომილებას ეწოდება დაბრუნებადი, თუ 

ანალოგიური ხდომილების მოხდება შესაძლებელია სასრული რაოდენობის ცდების 

შედეგად და არადაბრუნებადი წინააღმდეგ შემთხვევაში. 

   განმარტება 3:   რეკურენტულ E ხდომილებას ეწოდება პერიოდული, თუ 

არსებობს ისეთი λ>1 მთელი რიცხვი, რომ E შესაძლებელია მოხდეს იმ ცდების 

შედეგად, რომელთა ნომრებია λ,2λ,3λ… ( ე.ი       თუ n არ იყოფა λ-ზე). უდიდესი 

λ, რომელსაც აღნიშნული თვისება გააჩნია, იქნება E-ს პერიოდი. 
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მარკოვის  ჯაჭვების  გამოყენების მაგალითები 

 

შემთხვევითი ხეტიალი და გაკოტრების ამოცანა 

          განვიხილოთ მოთამაშე, რომელიც თამაშის დროს იგებს ან აგებს ერთ დოლარს 

შესაბამისად p და q ალბათობით. დავუშვათ, რომ მისი საწყისი კაპიტალი ტოლია a-z, 

ხოლო მოწინააღმდეგისა a-z,  , ანუ ჯამური კაპიტალი ტოლია a. თამაში გრძელდება 

მანამ, სანამ მოთამაშის კაპიტალი არ შემცირდება ნულამდე ან სანამ არ გაიზრდება a-

მდე, ანუ ერთ-ერთი მოთამაშის გაკოტრებამდე. ჩვენ გვაინტერესებს მოთამაშის 

გაკოტრების ალბათობა და თამაშის ხანგრძლივობისათვის ალბათობების 

განაწილება. ეს არის გაკოტრების კლასიკური ამოცანა. 

      ამ ამოცანის მოქნილ ფიზიკურ ინტერპრეტაციას წარმოადგენს წერტილის ან 

ნაწილაკის შემთხვევითი ხეტიალი X ღერძზე. ნაწილაკი გამოდის საწყისი Z 

მდგომარეობიდან და დროის ყოველ ტოლ შუალედში ასრულებს ერთეულოვან 

ნახტომებს X ღერძის დადებითი ან უარყოფითი მიმართულებით იმისდა 

 მიხედვით თუ როგორ დამთავრდა შესაბამისი ცდა _ წარმატებით, თუ 

წარუმატებლად. წერტილის მდგომარეობა n ბიჯის შემდგომ წარმოადგენს 

მოთამაშის კაპიტალს n -ური ცდის დამთავრებისათვის. ცდა შეწყდება, როცა 

ნაწილაკი მიაღწევს X = 0 ან X = a წერტილს. ჩვენ ამ შემთხვევაში ვამბობთ, რომ 

ნაწილაკი ასრულებს შემთხვევით ხეტიალს მშთანთქმელი ეკრანებით X = 0 და X = a 

წერტილებში. ასეთი შემთხვევითი ხეტიალის შესაძლო მდგომარეობები 

შემოსაზღვრულია 1, 2, ...,     წერტილებით. მშანთქმელი ეკრანების არ ქონის 

შემთხვევაში ხეტიალს ეწოდება შემოუსაზღვრელი.  

      ფიზიკოსები შემთხვევითი ხეტიალის მოდელს იყენებენ ერთგანზომილებიანი 

დიფუზიის ან ბროუნის მოძრაობის უხეშ მიახლოებათ, რომელშიც ფიზიკური 

ნაწილაკი განიცდის უამრავ დაჯახებებს მოლეკულებთან, რომლებიც ანიჭებენ მას 

შემთხვევით მოძრაობას. შემთხვევა, როცა   შეესაბამება მარჯვნივ გადაადგილებას, 

როდესაც ბიძგები მარცხნიდან უფრო ალბათურია; როცა   შემთხვევით ხეტიალს 

ეწოდება სიმეტრიული. 

    ზღვრულ შემთხვევაში, როცა   ვღებულობთ შემთხვევით ხეტიალს ნახევრად 

უსასრულო ღერძზე: ნაწილაკი გამოდის   წერტილიდან და ასრულებს შემთხვევით 
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ხეტიალს იმ მომენტამდე, სანამ პირველად არ მიაღწევს ნულს. ამ ფორმულირებაში 

ჩანს ამოცანა პირველი მიღწევის დროის შესახებ. 

     შემთხვევითი ხეტიალის დროს აგრეთვე განიხილავენ დრეკად და ამრეკლ 

ეკრანებს. იმისათვის, რომ ავღწეროთ ამრეკლი ეკრანი, განვიხილოთ შემთხვევითი 

ხეტიალი სასრულ ინტერვალში იმ განსხვავებით, რომ ყოველთვის როდესაც 

ნაწილაკი აღმოჩნდება X = 1 წერტილში, იგი p ალბათობით გადაადგილდება X=2 

წერტილში და q ალბათობით რჩება X = 1  წერტილში. თამაშის ტერმინოლოგიაში ეს 

შეესაბამება ისეთ შეთანხმებას, როდესაც მოთამაშე წააგებს თავის უკანასკნელ 

დოლლარს, უკან დაუბრუნდეს დოლარი და თამაში გაგრძელდეს. 

     ფიზიკოსი წარმოიდგენს კედელს მოთავსებულს X = 1/2 წერტილში, ისე რომ 

ნაწილაკი რომელიც მოძრაობს X = 1 წერტილიდან X = 0-ში, კედლიდან ირეკლება და 

ბრუნდება X = 1 წერტილში, იმის მაგივრად რომ მოხვდეს X = 0-ში. 

     მშთამთქავი და ამრეკლი ეკრანები არიან დრეკადი ეკრანის კერძო 

შემთხვევები. დრეკად ეკრანს X = 0 წერტილში განსაზღვრავენ შემდეგნაირად: X = 1 

წერტილიდან ნაწილაკი p ალბათობით მოძრაობს X = 2 წერტილისაკენ. q  

ალბათობით რჩება X = 1 წერტილში და  q)1(   ალბათობით მოძრაობს X = 0 

წერტილისაკენ და შთაინთქმევა (ანუ პროცესი წყდება).  ჩვენ გვაქვს გაკოტრების 

კლასიკური ამოცანა, ანუ მშთანთქმელი ეკრანები, როცა 0   და ამრეკლი ეკრანები 

როცა 1 . როცა   იცვლება 0-დან 1-მდე, ვღებულობთ შუალედურ შემთხვევათა 

კლასს. რაც მეტია   , მით უფრო ალბათურია პროცესის გაგრძელება და შევნიშნოთ, 

რომ პროცესი ორი ამრეკლი ეკრანით არასოდეს არ წყდება. 

  

 

 

 

 

მოთამაშის გაკოტრების კლასიკური ამოცანა 

      განვიხილოთ ზემოთ აღნიშნული ამოცანა. დავუშვათ   zq  არის მოთამაშის 

საბოლოოდ გაკოტრების ალბათობა, ხოლო  zp  _ ალბათობა იმისა, რომ იგი 

საბოლოოდ მოიგებს. (მკაცრად თუ ვიტყვით გაკოტრების ალბათობა 

განსაზღვრულია უსასრულოდ გაგრძელებადი თამაშების ელემენტარულ შედეგთა 

სივრცეზე, მაგრამ ჩვენ შეგვიძლია ვიმუშავოთ   ცდისათვის ელემენტარულ შედეგთა 
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სივრცესთანაც. n -ზე ნაკლებ ცდაში გაკოტრების ალბათობა იზრდება  n -ის 

ზრდასთან ერთად და მაშასადამე გააჩნია ზღვარი. ამას ჩვენ ვუწოდებთ გაკოტრების 

ალბათობის ზღვარს). 

 შემთხვევითი ხეტიალის თეორიის ტერმინებში zq   და  zp  არიან ალბათობები 

შესაბამისად   წერტილიდან გამოსული და 0 წერტილში  და a   წერტილში 

შთანთქმული ნაწილაკისა. შემდგომ ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ 1 zz qp .    

  პირველი ცდის შემდეგ მოთამაშეს მდგომარეობა იქნება ან Z-1  ან Z+1,  ამიტომ 

                                 11   zzz qqpqq                              (2.1)  

თუ 11 az  . 

 როცა Z=1, პირველივე ცდამ შეიძლება გამოიწვიოს გაკოტრება და ამიტომ 

qpqq  21  . იგივენაირად, როცა  პირველივე ცდა შეიძლება დამთავრდეს მოგებით 

21   aa qqq
 
ე.ი.  . იმისათვის რომ გავაერთიანოთ ჩვენი განტოლებები დაუშვათ. 

                                                     ,10 q           0uq         (2.2) 

 ამ დაშვებებში qz აკმაყოფილებს (2.1)-ს როცა z=1,2,….a-1 მივიღეთ 

ერთგვაროვანი სხვაობიანი განტოლებები (2.1), სასაზღვრო პირობებით (2.2), 

რომელიც იხსნება კერძო ამონახსნების მეთოდის გამოყენებით. 

 თავდაპირველად დავუშვათ, რომ qp   . თუ ამოვხსნით სხვაობიან 

განტოლებას, მივიღებთ კერძო ამონახსნს qz =1 და  qz = (q/p)z
, 

qz =A+B(p/q)z                                  (2.3) 

სადაც A  და B  რაიმე კონსტანტებია,რომლებიც განისაზრვრებიან (2.2) სასაზღვრო 

პირობებით. ასე რომ მივიღებთ (2.1)-ის ფორმალურ ამონახსნს საბოლოო სახით         

 
;

1

)()(






a

za

z
pq

pqpq
q              (2.4) 

რომელიც აკმაყოფილებს (2.2)-ს. 
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       როცა  
2

1
 qp ,   (2.4) აზრს კარგავს, ამიტომ ჩვენ გვაქვს მეორე კერძო 

ამონახსნი Zq z    და ამიტომ  BZAqz  ,    სადაც A და B განისაზღვებიან  (2.2). 

საბოლოოდ მივიღებთ  

                                                       ;1 qzqz                                         (2.5) 

      ამრიგად, მოთამაშის გაკოტრების ალბათობა გამოითვლება (2.4)-ით, როცა  

qp   და (2.5)-ით, როცა  
2

1
 qp . 

    მოთამაშის მოგების pz  ალბათობა ტოლია მისი მოწნააღმდეგის გაკოტრების 

ალბათობისა და იგი მიიღება, თუ ფორმულებში q, p და z -ს შევცვლით შესაბამისად  

და   a-  –ით. მივიღებთ, რომ pz + qz =1  როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ. 

     ჩვენ შეგვიძლია მიღებული შედეგი ჩამოვაყალიბოთ შემდეგნაირადაც: 

ვთქვათ მოთამაშე საწყისი  Z კაპიტალით თამაშობს უსასრულოდ მდიდარ 

მოწინააღმდეგესთან, რომელსაც ყოველთვის შეუძლია თამაშის გაგრძელება, ხოლო 

ჩვენს მოთამაშეს უფლება აქვს, სურვილისამებრ თამაში შეწყვიტოს. ჩვენი მითამაშე 

თავისი სტრატეგიის თანახმად თამაშობს ან სრულ გაკოტრებამდე, ან კაპიტალის a -

მდე გაზრდამდე, მოგებით a-z.. მაშინ qz არის მისი წაგების, ხოლო  1-qz – მოგების 

ალბათობები. 

     ასეთ შემთხვევაში საბოლოო მოგება G იქნება შემთხვევითი სიდიდე 

მნიშვნელობებით  a-z და –z, შესაბამისად  1-qz და qz ალბათობებით. მოსალოდნელი 

მოგება   

                                                 ZqaGE z  )1()(                  (2.6) 

        ცხადია     0GE  მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა p=q. ეს ნიშნავს, რომ 

აღწერილ პირობებში “უწყინარი” თამაში დარჩება უწყინარად, ხოლო არც თუ 

უწყინარი თამაში არ შეიძლება გადაიქცეს უწყინარ თამაშად. 

      (2.5)-დან ჩანს, რომ  p=q  შემთხვევაში მოთამაშეს საწყისი z=999 კაპიტალით, 

გააჩნია 1 დოლარის მოგების ალბათობა 0.999, მანამ სანამ იგი წააგებს  თავის 

კაპიტალს. როცა q=0.6 , ხოლო p =0.4 თამაში საკმაოდ არახელსაყრელია, მაგრამ 1 

დოლარის მოგების ალბათობა (2.4)-ის თანახმად კაპიტალის წაგებამდე მაინც არის 

დაახლოებით 2/3. საერთოდ, მოთამაშეს საკმაოდ დიდი საწყისი კაპიტალით z, 
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გააჩნია სოლიდური შანსი მოიგოს შედარებით მცირე a-z  თანხა მის სრულ 

გაკოტრებამდე. 

      ახლა შევისწავლოთ ფსონის შეცვლის ზემოქმედება გაკოტრების ალბათობაზე. 

       ფსონის შეცვლა დოლარიდან ნახევარ დოლარამდე ეკვივალენტურია საწყისი 

კაპიტალის გაორმაგებისა. შესაბამისი გაკოტრების ალბათობა  *

rq  მიიღება (2.4) –დან 

თუ Z –ს შევცვლით 2 Z -ით და a და 2a  -თი. 

                       

   

 

   

  11
2

22

*











a

za

za

za

z
pq

pqpq
q

pq

pqpq
q                            (2.7) 

         როცა  pq  , უკანასკნელი წილადი მეტია ერთზე და ამიტომ  zz qq * . ეს 

ნიშნავს რომ თუ ფსონი ორმაგდება, ხოლო საწყისი კაპიტალი რჩება უცვლელი, მაშინ 

გაკოტრების ალბათობა მცირდება იმ მოთამაშისა, რომლის 
2

1
p და იზრდება მისი 

მოწინააღმდეგისათვის (რომლისთვისაც თამაში ხელსაყრელია  )
 2

1
p

     
 

       მაგალითისათვის თუ განვიხილავთ ორ მოთამაშეს, პირველს -- საწყისი 

კაპიტალით 90, ხოლო მეორეს - 10 დოლარით და დავუშვებთ, რომ პირველისთვის 

p=0.45, ანუ არახელსაყრელი თამაშია, იმ შემთხვევაში თუ ფსონი 1 დოლარის ტოლია, 

პირველი მოთამაშის გაკოტრების ალბათობა იქნება 0.866, ხოლო თუ ფსონი იქნება 

10$, პირველისთვის გაკოტრების ალბათობა დაეცემა 0.210-მდე. როგორც ვხედავთ, 

ფსონის გაზრდა საგრძნობლად მოქმედებს   მოთამაშეთა გაკოტრების ალბათობაზე, 

რასაც ზემოთ მოცემული ცხრილიც მოწმობს 

 

p q z a 

ალბათობა მათემატიკური ლოდინი 

გაკოტრების მოგების მოგების 
თამაშის 

ხანგრძლივობა 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 

9 

90 

900 

950 

10 

100 

1000 

1000 

1000

0.1 

0.1 

0.1 

0.05 

0.9 

0.9 

0.9 

0.95 

0 

0 

0 

0 

9 

900 

90000 

47500 
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0.5 0.5 8000 0 0.2 0.8 0 16000000 

0.45 

0.45 

0.45 

0.4 

0.4 

0.55 

0.55 

0.55 

0.6 

0.6 

9 

90 

99 

90 

99 

10 

100 

100 

100 

100 

0.210 

0.866 

0.182 

0.983 

0.333 

0.790 

0.134 

0.818 

0.17 

0.667 

-1.1 

-76.6 

-17.2 

-88.3 

-32.3 

11 

765.6 

171.8 

441.3 

161.7 

       

      თუ ყოველი ცდის დროს ფსონი K დოლარია, მაშინ გაკოტრების ალბათობებს 

ვიპოვით (2.4)-დან თუ შევცვლით Z-ს kz /    - თი და a–ს  - ka / -თი  ; გაკოტრების 

ალბათობა კლებულობს   k -ს ზრდასთან ერთად, ამიტომ მუდმივი ფსონებით 

თამაშის დროს მოთამაშე გაკოტრების ალბათობას შეამცირებს მინიმუმამდე, თუ იგი 

აირჩევს ისეთ უდიდეს ფსონს, რომელიც შეესაბამება დაგეგმილი ფიქსირებული 

თანხის მოგებას. 

 

 ზღვრული შემთხვევა: 

      a   შეესაბამება თამაშს უსასრულოდ მდიდარი მოთამაშის წინააღმდეგ. 

როდესაც  a , (2.4)  და  (2.5)-დან ვღებულობთ 

 




,

,1
zz

pq
q

   თუ    qp

qp





           

(2.8) 

    zq -ს აქ განვიხილავთ, როგორც საბოლოოდ გაკოტრების ალბათობას 

მოთამაშისა საწყისი კაპიტალით Z, რომელიც თამაშობს უსასრულოდ მდიდარ 

მოწინააღმდეგესთან. შემთხვევითი ხეტიალის თეორიის ტერმინებში   zq - არის 

ალბათობა იმისა, რომ  0z - დან გამოსული ნაწილაკი ოდესმე მივა ნულში. უფრო 

უკეთესად ეს უკანასკნელი შემდეგნაირად ჩამოყალიბდება: 

ნულიდან დაწყებული შემთხვევითი ხეტიალის დროს 0z  მდგომარეობამდე 

ოდესმე მიღწევის ალბათობა ტოლია 1-ის თუ  qp   და 

z

q

p








 -ის  თუ  qp    -ზე. 
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თამაშის ხანგრძლივობის მათემატიკური ლოდინი 

       კვლავ დაუბრუნდეთ გაკოტრების კლასიკურ ამოცანას. ჩავთვალოთ, რომ 

თამაშის ხანგრძლივობას გააჩნია სასრული zD  მათემატიკური ლოდინი თუ 

პირველი ცდა სრულდება წარმატებით, მაშინ თამაში გრძელდება ისე, თითქოს 

დაწყებულიყო  1z  მდგომარეობიდან. თამაშის ხანგრძლივობის მათ. ლოდინი 

პირველი წარმატების პირობით ტოლია  11 zD . იგივენაირად თუ დავწერთ 

პირველი წარუმატებლობის პირობისათვის, zD  -სთვის მივიღებთ სხვაობიან 

განტოლებას. 

    ,111   zzz qDpDD      az 0                      (3.1)  

სასაზღვრო პირობებით 

          
0,00  aDD                                  (3.2) 

   

   (3.1)  არის არაერთგვაროვანი სხვაობიანი განტოლება. ამ განტოლების კერძო 

ამონახსნი როცა   qp   არის )/( pqzDz   . ამ განტოლების ერთგვაროვანი 

განტოლების ამონახსნია    z
pqBA   როცა  qp  . აქედან გამომდინარეობს, რომ 

როცა qp    (3.1)  განტოლების ამონახსნს ექნება სახე: 

  
z

z pqBApqzD )/()/(                  (3.3) 

       იმისათვის, რომ დაკმაყოფილდეს სასაზღვრო პირობა, უნდა შესრულდეს 

)/()/(,0 pqapqBABA a   . თუ ამოვხსნით ამ სისტემას  A  და B -სთვის და 

ჩავსვამთ (3.3)-ში, მივიღებთ. 

             
a

z

z
pq

pq

pq

a

pq

z
D

)/(1

)/(1









                                            (3.4) 

  როდესაც  
2

1
 qp , (3.1) არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახსნი 

იქნება 2z  , ხოლო შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნი BzADz   . 



 
 

36 
 

 აქედან მივიღებთ, რომ როცა  
2

1
 qp , (3.1) განტოლების ამონახსნს ექნება  

BzAzDz  2  სახე. თუ განვიხილავთ სასაზღვრო პირობებს და ვიპოვით  A  და B  

-ს მნიშვნელობებს საბოლოოდ მივიღებთ. 

                                                                          )( zazDz                                                (3.5) 

     კლასიკურ ამოცანაში, თამაშის ხანგრძლივობის მათემატიკური ლოდინი 

ტოლია (3.4), როცა   qp   და (3.5) -ის , როცა  
2

1
 qp . 

       მიღებული შედეგიდან გამომდინარეობს, რომ თუ ორი მოთამაშე, 

თითოეულისათვის საწყისი  500 $ კაპიტალით, აგდებს მონეტას ერთ-ერთის სრულ 

გაკოტრებამდე, მაშინ თამაშის საშუალო ხანგრძლივობა ტოლია 250 000 ცდისა, 

ხოლო თუ მოთამაშეს გააჩნია 1 $, ხოლო მოწინააღმდეგეს  

1000 $, საშუალო ხანგრძლივობა ტოლია 1000 ცდის. 

       განვიხილოთ  a  (თამაში უსასრულოდ მდიდარ მოწინააღმდეგესთან). 

როცა qp   თამაში ხანგრძლივობის მათემატიკურ ლოდინს მივიღებთ )/( pqz   -ს 

ტოლს, ხოლო როცა   qp   იგი უსასრულობის ტოლია. 

 

 

 

მარკოვის ჯაჭვის ფორმირება კომპიუტერზე 

 

 მარკოვის ჯაჭვი რომ გავათამაშოთ კომპიუტერზე, აუცილებლად უნდა იყოს 

მოცემული ალბათობები, რომელთათვისაც 

.1
1

0 


n

i

ip  

 ვათამაშებთ  შემთხვევით რიცხვს და ვღებულობთ 1-ს. ეს რიცხვი 1 უნდა 

შედარდეს 



r

1i

0i

1

r pl რიცხვებს. 
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 ეს 1 რიცხვი აუცილებლად მოხვდება რომელიღაც ინტერვალში. ვთქვათ, 

ნომრით m0. ეს არის ინტერვალი ,]l;l[
oo m1m   მაშინ ვიტყვით, რომ ადგილი აქვს 

omA  

ხდომილებას.  m0 აუცილებლად მოთავსებულია 1  m0  n და ეს m0 განსაზღვრავს 

სწორედ ცალსახად  მატრიცის რომელიმე სტრიქონს. ამის შემდეგ  შემთხვევით 

სიდიდეს ვათამაშებთ მეორეჯერ და მივიღებთ მის მეორე რეალიზაციას 2. ეს რიცხვი 

უნდა შედარდეს 



r

1i

im

''

r 0
pl  რიცხვებს. 2 აუცილებლად მოხვდება რომელიღაც 

ინტერვალში. ვთქვათ, მისი ინდექსი იყოს m1, რომელიც უდრის ,]l;l[
11 m1m 

 მაშინ 

ვიტყვით, რომ ადგილი აქვს 
1mA  ხდომილებას. 

 კიდევ ვათამაშებთ -ს და მივიღებთ 
n1o mmm A...,,A,A მიმდევრობას და ეს 

იქნება მარკოვის ჯაჭვი. 

 

 

მარკოვის ჯაჭვების გამოყენება ტენისში 

       განვიხილოთ თამაში ტენისში ორ პარტნიორს შორის. დავუშვათ, რომ 

ნებისმიერი ბურთის მოგების ალბათობა A მოთამაშისათვის არის P, ხოლო B 

მოთამაშისათვის      თუ ქულებს დავითვლით, როგორც მიღებულია ტენისში, 

მაშინ მთელი თამაშის განმავლობაში გვექნება 20 შესაძლებელი ვარიანტი (ანგარიშის 

ვარიანტები). ესენია: 0-0,0-15,15-0,0-30,15-15,30-0,0-40,15-30,30-15,40-0,15-40,30-30,40-

15,30-40,40-30, “ნაკლები”, “ტოლი”, “მეტი”, B თამაში, A თამაში. ადვილი დასანახია, 

რომ მდგომარეობები შეიძლება გავამსხვილოთ, თუ გავაერთიანებთ {30-30, “ტოლი”}, 

{30-40, “ნაკლები”} და {40-30, “მეტი”} მდგომარეობებს. 

       თამაში მოსახერხებელია, რომ დავყოთ ორ ეტაპად. პირველ ეტაპზე პროცესი 

მიმდინარეობს 12 დაბალ მდგომარეობზე, ხოლო 4 ან 5 ბიჯზე იგი გადადის ერთ-ერთ 

მდგომარეობაში შემდეგი ხუთი მდგომარეობიდან: “B  თამაში”, {30-40, “ნაკლები”}, 

{30-30, “ტოლი”}, {40-30, “მეტი”}, “A თამაში”. ამ პროცესს დავარქვათ წინასწარი 

პროცესი. იგი მეტად მარტივადაა მოწყობილი. ამ პროცესში “B  თამაში” და “A 

თამაში” 5 მდგომარეობიან ჯაჭვში არის მშთანთქავი მდგომარეობები. ეს პროცესი 

გრაფების საშუალებით ასე გამოისახება: 
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B 
TamaSi  

 

 

 საწყისი                      ალბათობები გამოითვლებიან ელემენტარული გზით 

                                                         .  

თუ   
 

 
   მაშინ       

 

  
    

 

 
    

 

 
    

 

 
,    

 

  
   

     თუ გამოვიყენებთ მშთანთქავი ჯაჭვების ფუნდამენტალურ მატრიცას, 

მივიღებთ ყველა ჩვენთვის საინტერესო სიდიდეს. ყველაზე საინტერესოა, რა თქმა 

უნდა A მოთამაშის მოგების ალბათობა. 

  
 

 
 თვის,   {   }    

 

  
   

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

  
      , 

 

რაც სავსებით მოსალოდნელი იყო სიმეტრიულობის მოსაზრებიდან გამომდინარე. 

 თუ    
 

 
  მივიღებთ      

          

     
.  

  თუ    = 0.51 ,  მაშინ     = 0.525,  ხოლო თუ  P=0.6, მაშინ     = 0.736. 

         =1/2-თვის საშუალო დრო სამ არადაბრუნებად მდგომარეობაში ასეთია: 1, 

მდგომარეობა “ტოლია”-სათვის, 5/8, “მეტი” და “ნაკლები” მდგომარეობებისათვის. 

შთანთქმის დრო ტოლია 9/4-ის. რომ ვიპოვოთ თამაშის სრული ხანგრძლივობა, უნდა 

გავითვალისწინოთ ასევე მოსამზადებელი ეტაპი. ამის გათვალისწინებით ვიპოვით, 

რომ ერთნაირი სიძლიერის მოწინააღმდეგეებს შორის თამაშის საშუალო 

ხანგრძლივობა ტოლია 
  

 
  

 

 
. რადგანაც თამაშის ხანგრძლივობის უმცირესი დრო 

ტოლია 4-ის,  ერთნაირი სიძლიერის მოთამაშეებს შორის თამაშის ხანგრძლივობა 

მცირედ აღემატება მინიმალურს. 

      დავუბრუნდეთ საუკეთესო A მოთამაშის მოგების ალბათობას. იგი მთელი 

თამაშის მანძილზე მეტია, ვიდრე თითოეული ბურთისათვის. მაშასადამე თამაშის 

დროს ხდება მოთამაშეებს შორის თამაშის მოგების ალბათობებს შორის სხვაობა. ეს 

 

40-30 
“meti” 

30-40 
“toli” 

330-40 
“nakleb

A-
TamaSi
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სხვაობა შემდეგშიც იზრდება, რადგან რამოდენიმე თამაში ერთიანდება სეტში, 

ხოლო რამოდენიმე სეტი ერთიანდება თამაშში. სეტში მოთამაშემ უნდა მოიგოს 

არანაკლებ ექვსი თამაში, ამავე დროს არანაკლებ ორი თამაშით მეტი. სეტის შედეგი 

შეიძლება დაითვალოს ისევე, როგორც თამაშის შედეგის ალბათობები.ამას 

მივყავართ ისევ მშთანთქავ ხეტიალამდე, მაგრამ უფრო ხანგრძლივი წინასწარი 

სტადიით. მატჩს მოიგებს ის მოთამაშე, რომელიც პირველი მოიგებს სამ სეტში. აქ 

უკვე საჭიროა პირდაპირი დათვლების ჩატარება. შემდეგი ცხრილი გვიჩვენებს, თუ 

როგორ იცვლება სხვაობა მოთამაშეებს შორის. 

                                                                =0.51              =0.6 

ბურთის მოგების ალბათობა            0.510    0.600 

თამაშის მოგების ალბათობა       0.525    0.736 

სეტის მოგების ალბათობა                0.573    0.966 

მატჩის მოგების ალბათობა     0.625    0.9996 

 

       მაშასადამე ყოველთვის მეტია შანსი, რომ მატჩი მოიგოს საუკეთეხო 

მოთამაშემ. ხოლო თუ მოთამაშეებს შორის მნიშვნელოვანი განსხვავებაა, მაშინ 

საუკეთესო მოთამაშე აუცილებლად მოიგებს. 

 

ერენფესტების მოდელი დიფუზიისათვის 

 

 პ. და ტ. ერენფესტებმა შემოგვთავაზა სტატიკური მექანიკის ერთი სისტემის 

მარტივი მოდელი. ამ მოდელში განიხილება გაზი, მოთავსებული ჭურჭელში, 

რომელიც გაყოფილია ორ A და B ნაწილად მემბრანის საშუალებით. ვთქვათ 

ჭურჭელი შეიცავს გაზის S მოლეკულას. დროის ყოველ მომენტში შემთხვევით 

აირჩევა ამ მოლეკულებიდან ერთ-ერთი, რომელიც ერთი ნაწილიდან გადადის 

მეორეში. ჩვენ გვაინტერესებს, თუ როგორ იცვლება დროის მიხედვით ორივე 

ნაწილში მოთავსებული მოლეკულები. ვთქვათ დასაწყისში ყველა მოლეკულა ერთ 

ნაწილში იმყოფება. რამდენი დრო გავა, რომ ჭურჭლის ორივე ნაწილში თანაბარი 
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რაოდენობის მოლეკულები იყოს? ასეთ კითხვაზე შეიძლება ვუპასუხოთ, თუ 

გამოვიყენებთ მარკოვის ჯაჭვის მეთოდებს.  

 ავაგოთ მარკოვის ჯაჭვი შემდეგნაირად: ჩავთვალოთ, რომ ყველა მოლეკულა 

ერთნაირია. მდგომარეობის როლში განვიხილოთ                 ვექტორი, სადაც 

      თუ    -ური მო-ლეკულა იმყოფება A ნაწილში და    = 0 წინააღმდეგ 

შემთხვეაში. მდგომარეობის ცოდნით, ჩვენ გვეცოდინება A და B ნაწილების 

შემადგენლობა. სულ გვექნება    მდგომარეობა. თუ პროცესი იმყოფება ∂ 

მდგომარეობაში, მაშინ ერთი მოლეკულის არჩევითა და მისი გადასვლით მეორე 

ნაწილში ∂  მდგომარეობიდან გადავდივართ ახალ δ მდგომარეობაში, რომელიც ∂ 

მდგომარეობისაგან განსხვავდება ერთი კოორდინატით. ცხადია, რომ ∂  

მდგომარეობიდან შეიძლება მოვხვდეთ შ მდგო-მარეობაში და თითოეულში  
  

 
ალბათობით. ∂ -ს ნებისმიერი მდგომარეობიდან შეიძლება გადავიდეთ δ-ს 

ნებისმიერ მდგომარეობაში ბიჯების რაღაც რაოდენობით, მაგრამ ∂- დან ∂- ში მო-

ხვედრა შესაძლებელია მხოლოდ ლუწი რაოდენობის ბიჯებით. მაშასადამე გვაქვს 

ერგოდული ჯაჭვი 2-ის ტოლი პერიოდით. ცხადია აგრეთვე, რომ ∂ - დან δ - ში 

მოხვედრა შესაძლებელია ერთ ბიჯზე მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა δ - დან ∂ - ში 

შესაძლებელია მოხვედრა ერთ ბიჯზე. თუკი ეს შესაძლებელია, მაშინ თითოეული ამ 

ხდომილების ალბათობაა  
 

 
. Aმიტომ გადასვლის ალბათო-ბების მატრიცა 

სიმეტრიულია. ეს შემდეგ ორ ფაქტზე მიუთითებს. პირველ რიგში პროცესი შებრუ-

ნებადია, ხოლო მეორეს მხრივ უძრავი ვექტორი არის ვექტორი, რომლის 

კომპონენტებია 
 

    . 

    -ის შემთხვევაში გვაქვს 8 მდგომარეობა: 

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111. მდგომარეობებს შორის გადასვლა 1/3 –ის ტოლი 

ალბათობით შემდეგნაირად ხდება: 

    {
   
   
   

         {
   
   
   

        {
   
   
   

          {
   
   
   

 

 

    {
   
   
   

         {
   
   
   

        {
   
   
   

         {
   
   
   

 

 უძრავი ვექტორი                                     .  აქედან ჩანს, რომ 

ბიჯების საშუალო რაოდენობა, რომელიც საჭიროა ნებისმიერ მდგომარეობაში 
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დასაბრუნებლად 8-ის ტოლია. ზოგადად, ჯაჭვებისათვის S მოლეკულით მოცემულ 

მდგომარეობაში დაბრუნების საშუალო დროა     და საშუალო დრო გატარებული δ 

მდგომარეობაში ∂ მდგომარეობებს შორის ყოფნამდე ტოლია 1-ის. 

          ამ მაგალითში მდგომარეობები შეიძლება გავამსხვილოთ შემდეგნაირად: 

{000}, {100,010,001}, {110, 101, 011}, {111} და გვექნება გამსხვილებული პროცესის 

გადასვლის მატრიცა 
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       უფრო ზოგადად, ვთქვათ   -მიკროსკოპული (ამოსავალი) პროცესის 

მდგომარეობებია, რომლის დროსაც A-ში არის   -მოლეკულა.   -სიმრავლეს აქვს (
 
 
)  

ელემენტები.    სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტიდან პროცესი გადადის      

სიმრავლის ერთ-ერთ (
 

   )ელემენტში ან ერთ-ერთში      სიმრავლის (
 

   
) 

ელემენტში.     -ში მოხვედრის ალბათობაა 
   

 
  ხოლო     მოხვედრის ალბათობაა 

 

 
  

ეს ალბათობები ერთნაირია ყველა ელემენტებისათვის   -დან. მაშასადამე 

გამსხვილების პირობები შესრულებულია და ჩვენ მივიღებთ ახალ ჯაჭვს 

              მდგომარეობებით. აქ გადასვლის ალბათობებია  

                        
 

 
            

 

 
 ,           წინააღმდეგ შემთხვევაში. 

     ამ ახალ პროცესს ეწოდება მაკროსკოპული პროცესი. ჩვენ ვიცით, რომ 

გამსხვილებული პროცესი ისევ ერგოდულია, შებრუნებადია და აქვს პერიოდი d=2. 

უძრავი   ̂  ვექტორის კომპონენტები მიიღება α ვექტორის კომპონენტებისაგან.   ̂   

კომპონენტები    სიმრავლიდან   -ს კომპონენტების ჯამია. რადგანაც    შეიცავს (
 
 
) 

რაოდენობის მდგომარეობას, ამიტომ გვექნება 

  ̂  
(
 
 
)

  . 

ამიტომ  

 ̂   
 

 

   . 
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  საშუალო დრო, გატარებული ნებისმიერ    მდგომარეობაში   -ში 

მიმდევრობით მოხვე-დრამდე ტოლია   (
 
 
) / (

 
 ). 

           კერძოდ, საშუალო დრო გატარებული    -ურ მდგომარეობაში   -ში 

მიმდევრობით ორ მოხვედრას შორის, ტოლია   (
 
 
). 

 

 

მარკოვის ჯაჭვების გამოყენება გენეტიკაში 

 

 გენეტიკაში ხშირად განიხილება შემდეგი სიტუაცია: აწყვილებენ ცხოველთა 

წყევილს, მათი შთამომავლობიდან რაღაც სახით აირჩევა ახალი წყვილი, ისევ 

აწყვილებენ და ა.შ. ასეთი სახის სიტუაციას შეიძლება შევუსაბამოთ მარკოვის ჯაჭვი. 

მდგომარეობაში შეიძლება ვიგულისხმოთ მშობელთა შესაძლო კომბინაციები, ხოლო 

გადასვლის ალბათობები ავიღოთ გენეტიკის კანონებისა და მშობლების არჩევის 

ხერხის გათვალისწინებით. 

 უმარტივესი შემთხვევა მიიღება, როცა მშობლების კლასიფიკაციას 

ჩავატარებთ ერთი წყვილი გენის მიხედვით, რომელსაც ერთი და იგივე მდგომარეობა 

უკავია ქრომოსომაში. ეს ამოცანა შეიძლება უფრო გავამარტივოთ, თუ 

ვიგულისხმებთ, რომ გენს აქვს ორი ფორმა: ან     , ან . მაშასადამე, ნებისმიერ 

ცხოველს აქვს ან   , ან ,    ან    გენოტიპი. თუ    დომინირებს  - ს. მაშინ    -სუფთა 

დომინანტია,    -ჰიბრიდი,    -სუფთა რეციდივი. ,მაშინ მშობელთა წყვილი 

შეიძლება იყოს ერთ-ერთი შემდეგი 6 ტიპიდან 

                       ,                       .  ეს არის ყველაზე მარტივი 

შემთხვევის ამოცანა, როცა მშობლების წყვილი შემთხვევით ირჩევა 

შთამომავლებიდან.  

 შეიძლება განვიხილოთ უფრო რთული ამოცანა, რომლის კერძო შემთხვევაც 

იქნება ზემოთ მოყვანილი ამოცანა. 

 დავუშვათ, რომ ერთ-ერთი მშობელი შემთხვევით ირჩევა მოცემული 

შთამომავლობიდან, რომელიც შემდეგ თვითონ ირჩევს მეწყვილეს, ამავე დროს იგი   

-ჯერ მეტი ალბათობით ირჩევს თავისზე არამსგავს მეწყვილეს, ვიდრე თავისნაირ 

მეწყვილეს. მაშასადამე,    არის იმის საზომი, თუ რამდენად ძლიერია “განსხვავებულ 
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სქესთა მიზიდულობა”. ამავე დროს ვგულისხმობთ, რომ უბრალო დომინირებისას აა 

და აბ გენოტიპების ცხოველები გარეგნულად ერთნაირია. 

 შედეგად მივიღებთ 6 მდგომარეობიან გადასვლის მატრიცას, რომლის           

და          მდგომარეობები მშთანთქავია. ისინი შეესაბამებიან სუფთა დომინანტურ 

და სუფთა რეცესიურ ჯიშებს. 

 

 

მარკოვის ჯაჭვების გამოყენება დასწავლის თეორიაში 

 

     დასწავლის ეს მოდელი ეკუთვნის, ვ.კ ისციზს. ჩვენ განვიხილავთ მარტივ 

კერძო შემთხვევას, მაგრამ ეს ტექნიკა გამოყენებადია უფრო ზოგადი სიტუაციის 

შემთხვევაშიც. 

     ექსპერიმენტი მდგომარეობს იმაში, რომ ცდის პირს ათავსებენ წყვილი 

ნათურის წინ და სთავაზობენ მას გამოიცნოს, თუ რომელი მათგანი, მარჯვენა თუ 

მარცხენა, ჩაირთვება.   -ით ავღნიშნოთ პასუხი „მარცხენა“,   -ით პასუხი 

„მარჯვენა“. შემდეგ ექსპერიმენტატორი ჩართავს ერთ-ერთ ნათურას.       

აღნიშნავდეს მარცხენა ნათურის ჩართვას,   -კი მარჯვენა ნათურის ჩართვას. ეს 

პროცედურა მეორდება საკმაოდ ბევრჯერ და ხდება შედეგების ჩაწერა. ეს შედეგები 

შედგება    და   -გან. თეორიის მიზანია განვჭვრიტოთ, ექსპერიმენტატორის 

მოქმედების მიხედვით, როგორ იცვლება ცდის პირის პასუხები დროის დიდი 

მონაკვეთის მანძილზე. ექსპერიმენტატორი მო-ქმედებს მუდმივი ალბათობებით, 

რომლებიც დამოკიდებულია მხოლოდ ცდის პირის მოქმედებებზე. ეს ალბათობები 

მოიცემა ასეთი მატრიცით 
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          პასუხი –“მარცხენა” განმტკიცებულია მარცხენა    ნათურის ანთებით 1   

ალბათობით, “მარჯვენას” გამოცნობა განმტკიცებულია  1   ალბათობით. აქ   და   

არის რიცხვები 0-სა და 1-ს შორის, რომლებიც უცვლელია მთელი ექსპერიმენტის 

მანძილზე. 
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      იმ შემთხვევაში, როცა    ,         ,   ყოველთვის განმტკიცდება, ხოლო  

    ხანდახან.        და     შემთხვევა ანალოგიურია. თუ          მაშინ ცდის 

პირის ნებისმიერი პასუხის განმტკიცება ხდება. 

 სხვა მნიშვნელოვანი კერძო შემთხვევა მიიღება, როცა      .  აქ         

და       . ე.ი     და      ხდომილებათა ალბათობები არაა დამოკიდებული ცდის 

პირის მოქმედებებზე. 

      მოდელში იგულისხმება, რომ ცდის პირს აქვს უცნობი S რაოდენობის 

სტიმული ანუ გამაღიზიანებელი. თითოეული გამაღიზიანებელი ექსპერიმენტის 

ყოველ ეტაპზე დაკავშირებულია    ს ორი პასუხიდან ერთ-ერთზე (ე.ი. აღაგზნებს 

უპასუხოს    ს). ამავე დროს პირველსაწყისი ეტაპები უცნობია. შემდეგ 

იგულისხმება, რომ ექსპერიმენტის შემდგომ ეტაპზე ხდება შემდეგი: 

 გამღიზიანებლების სიმრავლეში ცდის პირი ირჩევს ქვესიმრავლეს. ეს ხდება 

დამოუკიდებელ ცდათა პროცესის საშუალებით, რომელშიც თითოეული 

გამღიზიანებელი ირჩევა   ალბათობით და  არ აირჩევა 1-   ალბათობით. 

 თუ არჩეულ ქვესიმრავლეში    გამღიზიანებელი დაკავშირებულია   -თან, 

ხოლო    გამღიზიანებელი   -თან, მაშინ ცდის პირი მოგვცემს    პასუხს 
 

   
 

ალბათობით. აქ გვჭირდება დამატებითი პირობა იმ შემთხვევისათვის, როცა 

არცერთი გამღიზიანებელი არ იქნება არჩეული. ვიგულისხმოთ, რომ ამ შემთხვევაში 

ალბათობა   -ისა ისეთივეა, როგორიც იქნებოდა ყველა გამღიზიანებლის არჩევისას. 

 თუ ექსპერიმენტატორი ასრულებს     მოქმედებას, მაშინ   -თთან 

დაკავშირებულ გამღიზიანებლებს, რომლებიც არჩეულნი იქნენ, ცდის პირი 

ცდილობს მიაკუთვნოს   --ს. ანალოგიურად,   მოქმედების შემდეგ ყველა არჩეული 

გამღიზიანებლები უკავშირდებიან   -ს. 

        ეს მოდელი შეიძლება წარმოვიდგინოთ, როგორც მარკოვის ჯაჭვი (   )  

მდგომარეობით, სადაც     მდგომარეობა აღნიშნავს, რომ გვაქვს ზუსტად   

რაოდენობის გამღიზიანებელი დაკავშირებული   -თთან,           . ყველა 

საინტერესო სიდიდე დაკავშირებულია მხოლოდ იმაზე, რამდენ გამაღიზიანებელს 

აქვს ესა თუ ის კავშირი და არიან ამ ჯაჭვის ფუნქციები. 
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მარკოვის ჯაჭვების გამოყენება მობილობის თეორიაში 

 

 განვიხილოთ მარკოვის ჯაჭვის გამოყენების მაგალითი ერთ სოციოლოგიურ 

პრობლემაში _ თაობათა ცვლის დროს პროფესიათა მობილურობა. ამოცანა შეიძლება 

შემდეგნაირად ჩამოვაყალიბოთ. ყველა პროფესიათა ან დასაქმებათა სახეების 

სიმრავლეში ხდება                გახლეჩა. მიღებულ ქვესიმრევლეებს ეწოდება 

პროფესიათა კლასები. ისინი მოწესრიგებულნი არიან შესაბამისი სოციალური 

კრიტერიუმით, მაგალითად, პროფესიის პრესტიჟით. შემდეგ ისმება კითხვა თუ 

რამდენად ახდენს გავლენას შვილზე მამის, ბაბუის და აშ. პროფესიული კლასი. 

ასეთი კითხვების შესწავლისას ყოველთვის იგება მატრიცა, რომელიც გვიჩვენებს 

თითოეულ კლასში შვილების რა ნაწილი ირჩევს ამა თუ იმ პროფესიას.  

 ძირითად მაგალითად ავიღოთ მატრიცა, რომელიც აგებულია გლასისა და 

ხოლმის მიერ ინგლისსა და უელსში. დავყოთ პროფესიები მაღალ, საშუალო და 

დაბალ კლასებად. მივიღებთ შემდეგ მატრიცას 
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       როგორც, ვხედავთ მაღალი კლასიდან 44.8% რჩება მაღალ კლასში, 48.4% 

გადადიან საშუალოში, ხოლო 6.8% დაბალ კლასში. 

          მატრიცა შეიძლება გამოვიყენოთ ორი სახით. 

       პირველი-თითოეულ ქვეყანაში განვიხილოთ ყველა მოხელე და 

განვჭვრიტოთ, თუ როგორი იქნება წილი თითოეულ კლასში. დავარქვათ ამას 

კოლექტიური პროცესი. 

        მეორე გზა მდგომარეობს თითოეული ოჯახის ისტორიის შესწავლაში. ამას  

დავარქვათ “ინდივიდუალური პროცესი”. 

       განვიხილოთ, თუ როგორაა დაკავშირებული ამ ორ პროცესთან მარკოვის 

ჯაჭვების ძირითადი ცნებები. საჭიროა ზოგიერთი დაშვება, რომ მივიღოთ მარკოვის 

ჯაჭვი. მთავარი დაშვება მდგომარეობს იმაში, რომ რაც იყო ბოლო შედეგამდე, არ 

ახდენს გავლენას ჩვენს შემდგომ მოქმედებაზე. მაგალითად, ინდივიდუალურ 
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პროცესში ბაბუის პროფესიის ცოდნა არ ახდენს გავლენას შვილიშვილის 

პროფესიაზე (მამის პროფესიის ცოდნის შემთხვევაში). 

     აგრეთვე ვიგულისხმოთ, რომ Y ყველა თაობისათვის სამართლიანია ერთი და 

იგივე მატრიცა. ცხადია, რომ ეს დაშვება არარეალურია, მაგრამ მეტად საინტერესოა 

თუ რა მოხდებოდა, ეს   მატრიცა გამოსადეგი რომ იყოს შემდგომშიც. გარდა ამისა 

იგულისხმება, რომ ერთი თაობიდან მეორემდე პროფესიათა განაწილება 

გამოითვლება მხოლოდ    მატრიცით. ეს ნიშნავს, რომ ჩვენ უგულებელვყოფთ ისეთ 

ფაქტებს, როგორიცაა განსხვავება შობადობაში და მიგრაციის მოცულობა, რომლებიც 

გავლენას ახდენენ კლასებად განაწილებაზე. 

      მდგომარეობათა განაწილება მობილობის თეორიაში ღებულობს ცხად 

ინტერპრეტაციას. ერგოდული სიმრავლე _ ეს არის პროფესიათა ისეთი სიმრავლე, 

რომლიდანაც გამოსვლა შეუძლებელია. უნდა ველოდოთ, რომ ინდუსტრიულად 

განვითერებულ საზოგადოებაში იქნება მხოლოდ ერთი ერგოდული სიმრავლე. 

მაგრამ თუ  მდგომარეობათა როლში განვიხილავთ პროფესიისა და რასის წყვილს, 

მაშინ ამა თუ იმ რასის დისკრიმინაციამ შეიძლება მიგვიყვანოს ერთზე მეტ 

ერგოდულ სიმრავლემდე. რადგანაც შვილმა შეიძლება აირჩიოს მამის პროფესია, 

ამიტომ ციკლური ჯაჭვი ალბათ არ წარმოიშობა. მშთანთქავი მდგომარეობა 

აღნიშნავს, რომ მოცემულ პროფესიულ კლასში შვილი ვალდებულია გაყვეს მამის 

გზას. ინდუსტრიალურ საზო-გადოებაში პროფესიებს არ აქვთ ასეთი თვისება. 

ამიტომ ვგულისხმობთ, რომ ჩვენი ძირითადი ჯაჭვი რეგულარულია. 

      ინდივიდუალურ პროცესში    
  მატრიცის     ელემენტები  იქნება იმის 

ალბათობა, რომ ოჯახი   -ური პროფესიონალური კლასიდან მოხვდება   -ურ 

პროფესიონალურ კლასში   თაობის შემდეგ. კოლექტიური პროცესისათვის    
   

 

წარმოადგენს შთამომავლების იმ ნაწილს     -ურ შთამომავლობაში   -ური 

პროფესიული კლასისა , რომელიც მოხვება   -ურ კლასში. ვთქვათ           

მოსახლეობის ის წილია, რომლებიც იმყოფებიან მაღალ, საშუალო და დაბალ 

კლასებში შესაბამისად ე.ი               . მაშინ   თაობის შემდეგ ეს წილები 

მოიცემა      ვექტორის კომპონენტებით. ვთქვათ ამ ჩვენს მაგალითში ამჟამად 20% 

მოსახლეობისა ეკუთვნის მაღალ, 70% საშუალო და 10% დაბალ კლასს. მაშინ შემდეგ 

თაობაში შესაბამისად იქნება 12.9%, 63.6% და 23.5%. ეს პროცენტები შემდეგნაირად 

მიიღება 
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(0.20; 0.70; 0.10) 
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=(0.129;0.636;0.235) 

      განვიხილოთ ახლა გამსხვილების საკითხი მობილობის პროცესში. ზემოთ 

ნახსენებმა ავტორებმა გამოიყენეს 7 კლასი: 

1.სპეციალისტები და უმაღლესი ადმინისტრაცია. 

2.დირექტორები და მმართველები. 

3.გამგეები, ინსპექტორები და სხვა მოსამსახურეები (უმაღლესი რანგის). 

4.იგივე (დაბალი რანგის). 

5.ფიზიკურად მომუშავე კვალიფიცირებული მუშაკები და რიგითი მოსამსახურეები. 

6.ფიზიკური შრომის ნახევრად კვალიფიციური მუშაკები. 

7.ფიზიკური შრომის არაკვალიფიცირებული მუშაკები. 

მათი მონაცემებიდან მიიღება გადასვლის შემდეგი მატრიცა 
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        ჩვენი წინა მაგალითი მიიღება ამ მაგალითიდან {1,2} მდგომარეობების 

გაერთიანებით უმაღლეს, {3,4,5} მდგომარეობების გაერთიანებით საშუალო, {6,7} 

მდგომარეობების გაერთიანებით დაბალ კლასებში. უძრავი ვექტორი ტოლი 

 
 ̂=(0.030; 0.046; 0.094; 0.131; 0.409; 0.170; 0.121), 

      მოყვანილი გადასვლის მატრიცა მიღებული იქნა 3497 ადამიანის ამოკრეფის 

შედეგად. პროფესიათა განაწილება ამ ამოკრეფაში არის 
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 ̂=(0.030; 0.046; 0.094; 0.131; 0.409; 0.170; 0.121), 

რომელიც საკმაოდ ახლოსაა უძრავ ვექტორთან. 

 

 

მარკოვის ჯაჭვების გამოყენება ეკონომიკაში - 

ლეონტიევის ღია მოდელი 

 

       ლეონტიევის მოდელში დანახარჯი _ გამოშვება განიხილება ეკონომიკური 

სისტემა, რომელიც შედგება   დარგისგან. სიმარტივისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

თითოეული დარგი აწარმოებს ერთი დასახელების საქონელს. ბუნებრივი 

ფაქტორები, როგორიცაა მიწის, მინერალური და სხვა რესურსი, ჩავთვალოთ 

თავისუფალ მოხმარებაში და არ ჩავთვალოთ საბოლოო პროდუქტის ღირებულებაში. 

საზოგადოდ დარგები დაკავშირებული არიან ერთმანეთთან იმ აზრით, რომ 

თითოეულმა უნდა შეისყიდოს სხვა დარგის განსაზღვრული (დადებითი ან ნულის 

ტოლი) რაოდენობის პროდუქცია, რომ გააგრძელოს თავისი წარმოებითი საქმიანობა. 

განვსაზღვროთ ტექნოლოგიური კოეფიციენტები შემდეგნაირად:        -ური 

დარგის პროდუქციის რაოდენობა, რომელიც უნდა შეისყიდოს   -ურმა დარგმა 

იმისთვის, რომ აწარმოოს ერთი დოლარის პროდუქცია. ვთქვათ Q კვადრატული 

მატრიცაა      ელემენტებით და     ზე განზომილებით. განსაზღვრის თანახმად 

ტექნოლოგიის კოეფიციენტები არაუარყოფითია. 

       ჯამი ყველა     სა ფიქსირებული   -თვის არის იმ დანახარჯების 

რაოდენობა, რომელიც უნდა გაიღოს   -ურმა დარგმა 1 დოლარის ღირებულების 

საქონლის საწარმოებლად. 

         -ურმა დარგმა მოგება რომ ნახოს ან არ იზარალოს, ეს დანახარჯი არ უნდა 

აღემატებოდეს გამოშვების სიდიდეს. ე.ი  

               . 

       ცხადია, რომ   -ური დარგი მომგებიანი იქნება თუ ეს უტოლობა მკაცრია და 

არამომგებიანი ტოლობის შემთხვევაში. დავუშვათ, რომ ნებისმიერი დარგი 
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მომგებიანია ან არამომგებიანი, ე.ი წამგებიანი დარგების შესაძლებლობა 

გამოვრიცხოთ. 

      ფორმულირებული პირობები შეიძლება ასე ჩაიწეროს 

                                                          

                                                         

       გადავიდეთ ახლა დარგების მიერ გამოშვებულ პროდუქციაზე. ვთქვათ  

   ფულადი ღირებულებაა   -ური დარგის პროდუქციისა. ვთქვათ                

ამ ღირებულებათა ვექტორ-სტრიქონია. რადგანაც   -ური დარგი საჭიროებს     -ური 

დარგის პროდუქციას       რაოდენობით, ამიტომ აუცილებელი დანახარჯების 

ვექტორია   , რომლის   -ური კომპონენტი გვაძლევს   -ური პროდუქციის იმ 

ნაწილის ღირებულებას, რომელიც მან უნდა აწარმოოს რომ დააკმაყოფილოს 

დანარჩენი დარგების მოთხოვნა თავის პროდუქციაზე. 

     ვთქვათ,   ური დარგის პროდუქციიდან     თანხა იხარჯება სრულ 

მოთხოვნილებაზე. შემოვიღოთ მოთხოვნილების ვექტორი   

            მოვითხოვოთ, რომ    . 

      ახლა შეიძლება დავწეროთ რაღაც ფორმაში მოთხოვნილება, რომ ეკონომიკა 

ისე იყოს ბალანსირებული, რომ დარგთაშორისი მოთხოვნილება და სრული 

მოთხოვნილების ხარჯები დაკმაყოფილებული იყოს: 

         ანუ             

      ესაა სისტემა    განტოლებით და   უცნობით. უნდა ვიპოვოთ ამ სისტემის 

არაუარყოფითი ამონახსნები (მხოლოდ მათ აქვთ ეკომონიკური აზრი). 

         რადგანაც მოთხოვნილების   ვექტორი ნებისმიერი შეიძლება იყოს, ამიტომ 

ეს სისტემა, საზოგადოდ, არაერთგვაროვანია და ამონახსნი აქვს მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა               მატრიცას აქვს შებრუნებული. უფრო მეტიც, ამ სისტემის 

ამონახსნი იქნება არაუარყოფითი ნებისმიერი ∂-თვის მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

ყველა ელემენტი        მატრიცისა არაუარყოფითია. ამიტომ უნდა ვიპოვოთ 

აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ მატრიცა        იყოს 

არაუარყოფითი. 
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            ამ ამოცანის გადაწყვეტა მოვახდინოთ მარკოვის ჯაჭვში ჩვენი მოდელის 

ჩაძირვით. ამ შემთხვევაში მარკოვის ჯაჭვის ქვეშ ვიგულისხმებთ ჯაჭვს შემდეგი 

მდგომარეობებით: 

 1.მდგომარეობებია   დარგი და კიდევ ერთი        მშთანთქავი მდომარეობა, 

რომელსაც ბანკი ეწოდება. 

 2.გადასვლის P მატრიცა ასე განიმარტება 

                       

                      

      ∑            
   . 

           ამ ჯაჭვის ინტუიციური ინტერპრეტაცია შემდეგში მდგომარეობს: როცა    -

ურ დარგში შედის 1 დოლარი, იგი მას იყენებს   -ური დარგის პროდუქციის 

შესაძენად. ამ დოლარის ნარჩენი, თუ იგი არის, ე.ი  სიდიდე არის მოგება, რომელიც 

მიდის ბანკში და იგი მას არ ხარჯავს (ბანკი არის მშთანთქავი მდგომარეობა). 

       თუ Q მატრიცა აკმაყოფილებს (1) და (2) პირობებს, მაშინ სისტემის 

არაუარყოფითი ამონახსნები არსებობს ნებისმიერი    -თვის მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა მიერთებული მარკოვის ჯაჭვი მშთანთქავია, თანაც       ბანკი 

ერთადერთი მშთანთქავი მდგომარეობაა. მართლაც, თუ       ერთადერთი 

მშთანთქავი მდგომარეობაა მშთანთქავ ჯაჭვში, მაშინ          მატრიცა 

არსებობს და არაუარყოფითია. მაშასადამე,           საძიებელი ამონახსნია. 

წინააღმდეგ შემთხვევაში        
 მატრიცა, რომელიც გვაძლევს შთანთქმამდე 

სხვადასხვა მდგომარეობაში ყოფნის საშუალო დროს, არ არსებობს (ექნება 

უსასრულო ელემენტები). 
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ავტომატებისა და ავტომატების კოლექტივების ქცევა  

შემთხვევით გარემოში 

 

ზოგადი ცნებები სასრული ავტომატების შესახებ 

          სასრული ავტომატების თეორიას საქმე აქვს ისეთ მათემატიკურ 

მოდელებთან, რომლებიც გამოიყენებიან ფიზიკური ან აბსტრაქტული მოვლენების 

მიახლოებითი ასახვისათვის. სასრული ავტომატების თეორიის იდეა და ტექნიკა 

გამოიყენება ისეთი პრობლემების გადასაწყვეტად, როგორიცაა, მაგალითად, 

ადამიანის ნერვული სისტემის ფუნქციონირების გამოკვლევა, ინგლისური ენის 

სინტაქსის ანალიზი, ელექრონული გამომთვლელი მანქანების პროექტირება და სხვა. 

        უამრავი პრობლემა, რომელიც გვხვდება მეცნიერებასა და ტექნიკაში, შეიძლება 

დავყოთ ორ  კატეგორიად: ანალიზის ამოცანები და სინთეზის ამოცანები. 

        ანალიზის ამოცანა მდგომარეობს მოცემული განსაზღვრული სისტემის 

ქცევის პროგნოზირებაში, ხოლო სინთეზის ამოცანა - მოცემული ქცევის მოხედვით 

სისტემის აგებაში. 

        ავტომატების ზოგადი თეორია იყოფა ორ ნაწილად: - ავტომატების 

აბსტრაქტული თეორია და  ავტომატების სტრუქტურული თეორია. 

          ავტომატების აბსტრაქტულ თეორიას არ აინტერესებს არც ავტომატის 

სტრუქტურა და არც მასში შემავალი და გამომავალი სიგნალები. აბსტრაქტული 

სტრუქტურა სწავლობს მხოლოდ იმ გადასვლებს, რომლებსაც ის განიცდის შემავალი 

სიგნალების ზემოქმედებისას და იმ გამომავალ სიგნალებს, რომლებსაც იგი ამ დროს 

გამოსცემს. 

        ავტომატების აბსტრაქტული თეორიისაგან განსხვავებით, ავტომატების 

სტრუქტურული თეორია, უპირველეს ყოვლისა, შეისწავლის როგორც თვით 

ავტომატს, ასევე მასში შემავალი და  გამომავალი სიგნალების სტრუქტურას. 

 

 

დინამიური სისტემა 

         ვთქვათ                   და     არის ალფავიტები, რომლებიც შეიცავენ 

სასრული რაოდენობის რაღაც სიმბოლოებს. მაშინ 
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                                                                                          (1) 

ფუნქციური დამოკიდებულება    
 
    

 
      

 
ალფავიტებიდან ერთ-ერთს 

შეუსაბამებს სიმბოლოს     ალფავიტიდან. 

        წარმოვიდგინოთ იდეალური მოწყობილება, რომელიც რეალიზაციას უკეთებს 

(1) ფუნქციურ დამოკიდებულებას. ამ მოწყობილობას აქვს    შესასვლელი და ერთი 

გამოსასვლელი.              შესასვლელებთან ერთდროულად გამოჩნდებიან 

სიმბოლოები            ალფავიტებიდან. იმავე წამს გამოსასვლელზე გამოჩნდება 

სიმბოლო     ალფავიტიდან (1) ტოლობის შესაბამისად. ასეთ მყისიერად მოქმედ 

იდეალურ მოწყობილობას ვუწოდოთ ფუნქციონალური გარდამქმნელი. კერძო 

შემთხვევაში, როცა თითოეული    
 
    

 
      

 
  და  {   } ალფავიტებიდან შეიცავს 

მხოლოდ ორ სიმბოლოს, ე.ი. როცა             და    ლოგიკური ცვლადებია, ხოლო   

ლოგიკური ფუნქცია, მოწყობილობას ეწოდება ლოგიკური გარდამქმნელი. 

         ზემოთ აღნიშნული ფუნქციონალური დამოკიდებულებისას ჩვენ არ 

განგვიხილავს დრო. ამიტომაც ჩავთვალოთ, რომ ფუნქციონალური გარდამქმნელი 

მოქმედებს მყისიერად. ახლა კი შემოვიტანოთ განსახილველად დრო. ზოგადად, 

დროის შესახებ საუბრისას ვიგულისხმოთ, რომ იგი იცვლება მხოლოდ ერთი 

მიმართულებით (მომავლისაკენ) და უწყვეტად გაირბენს ყველა შესაძლო 

მნიშვნელობას რიცხვით ნახევარღერძზე. ასეთი დროისაგან განსხვავებით 

დისკრეტული მოქმედების მოწყობილობის შესწავლისას ხელსაყრელია შემოვიღოთ 

დისკრეტული დრო. წარმოვიდგინოთ, რომ დროის უწყვეტი რიცხვითი 

ნახევარღერძი რაღაცნაირად დაყოფილია უსასრულო როდენობის სასრულ 

ინტერვალებად, რომლებიც თავის მხრივ არ არის აუცილებელი ერთმანეთის ტოლი 

იყოს (ნახ.1) 

   

                                             

ნახ.1 

     დან        - კენ მოძრაობისას ინტერვალების გამყოფი წერტილები 

ავღნიშნოთ            , ... . ეს წერტილები ადგენენ თვლად სიმრავლეს.              

დროის მომენტები ავღნიშნოთ 0,1,2…რიცხვებით და ვუწოდოდ ციკლები, ხოლო 

0,1,2… რიცხვები განვიხილოთ როგორც სიმბოლოები, რომლებიც შეადგენენ     

ალფავიტს. 
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          მიმდინარე დრო, რომელიც შეესაბამება აწმყო (მიმდინარე) მომენტს, 

ავღნიშნოთ   -თი. მაშინ             და            იქნებიან წარსული 

(წინამდებარე) და მომავალი (შემდეგი) ციკლები (ნახ.2). 

     (1) ტოლობაზე საუბრისას ვგულისხმობთ, რომ ცვლადები ფიქსირებულები 

არიან. ახლა დავუშვათ, რომ სიმბოლოები, რომლებიც შეესაბამებიან            

ცვლადებს, იცვლებიან დისკრეტულ დროში. სხვაგვარად, რომ ვთქვათ, ყოველ   = 

0,1,2,… ციკლში მოცემულია ცვლადების განსაზღვრული მნიშვნელობა და ამით 

განსაზღვრულია ფუნქციები, მოცემული   = 0,1,2,… რიცხვთა მიმდევრობაზე და 

რომლებიც იღებენ მნიშვნელობებს    
 
             ალფავიტიდან. 

 

                                         

ნახ. 2 

           1)-ის თანახმად მაშინ მათ შეესაბამებათ ფუნქცია: 

 

                                                                                                                                

რომელიც მოცემულია ნატურალურ რიცხვთა მიმდევრობაზე და ღებულობს     

მნიშვნელობას     ალფავიტიდან. ასეთი გვარის სისტემა მუშაობს დისკრეტულ 

დროში, მაგრამ არ აქვს მეხსიერება იმ აზრით, რომ ნებისმიერ    მომენტში   

”გამოსავლის” მნიშვნელობა დამოკიდებულია იმავე     მომენტში     “შესასვლელის” 

მნიშვნელობაზე. 

შეიძლება წარმოვიდგინოთ ისეთი სისტემები, რომლებიც აგრეთვე მუშაობენ 

დისკრეტულ დროში და რომელთა კოორდინატებიც (შესასვლელი და 

გამოსასვლელი) ღებულობენ სიმბოლოების მნიშვნელობებს სასრული 

ალფავიტებიდან, მაგრამ უფრო რთული დამოკიდებულებაა შემავალი და 

გამომავალი კოორდინატების მნიშვნელობებს შორის.  მაგალითად, ვთქვათ: 

                                                                        

სხვაგვარად რომ ვთქვთ, ნებისმიერ     ციკლში    სიმბოლო იმავე    ციკლში 

არამარტო ყველა     სიმბოლოზე და მნიშვნელობაზეა დამოკიდებული, არამედ 

დამოკიდებულია აგრეთვე ამავე სიმბოლოების მნიშვნელობაზე  წინამდებარე      

ტაქტში. 
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  დინამიური სისტემის ტერმინის ქვეშ განიხილება ისეთი სისტემები 

ტექნიკაში, ბუნებაში, ცხოვრებაში და სხვა, რომლებშიდაც პროცესი ვითარდება 

დროში. დინამიური სისტემის მდგომარეობას ყოველ მომენტში ახასიათებენ რაღაც 

განზოგადოებული (სასრული ან  უსასრულო)  კოორდინატების რიცხვით. 

  პროცესები დინამიურ სისტემაში ხასიათდება განზოგადოებული 

კოორდინატების ცვლილებით დროში და აღიწერება სხვადასხვა ტიპის 

განტოლებებით. 

  დინამიური სისტემები შეიძლება დავყოთ რამოდენიმე კლასად შემდეგი 

ფაქტორების გათვალისწინებით: 

 ითვლება თუ არა მიმდინარე დრო უწყვეტად ან დისკრეტულად. 

 აქვს თუ არა სისტემას განზოგადებული კოორდინატების სასრული ან 

უსასრულო სიმრავლე. 

 განზოგადოებული კოორდინატებიდან თითოეულის შესაძლებელი 

მნიშვნელობათა სიმრავლის სიმძლავრე, ე.ი. არის თუ არა ეს სიმრავლე სასრული, 

თვლადი. 

      დინამიური სისტემების განსაკუთრებულ კლასს შეადგენს სისტემები, 

რომელთათვისაც დრო დისკრეტულია, ე.ი. იცვლება თვლად სიმრავლეზე, ხოლო 

განზოგადებული კოორდინატები (რომელთა რიცხვი შეიძლება იყოს სასრულიც და 

უსასრულოც) იცვლებიან სასრულ სიმრავლეზე. 

             ყოველგვარი დინამიური სისტემა შეიძლება განიცდიდეს გარეშე 

ზემოქმედებას. ეს ზემოქმედებებიც  შეიძლება მოცული იყოს კონტინუუმზე, თვლად 

სიმრავლეზე ან სასრულ სიმრავლეზე. დინამიურ სისტემებში, რომლებიც შეიძლება 

აღწერილი იქნენ დიფერენციალური ან სხვაობიანი განტოლებებით, ზოგადად 

განიხილავენ გარე ზემოქმედებათა სასრულ რაოდენობას, რომელთაც თავის მხრივ 

შეუძლიათ მიიღონ ნებისმიერი მნიშვნელობა სასრული კონტინუუმიდან. 

            დინამიური სისტემების განხილვის დროს, რომელთა განზოგადოებული 

კოორდინატები მოიცემა სასრულ სიმრავლეზე, ბუნებრივია ჩავთვალოთ, რომ გარე 

ზემოქმედებათა რიცხვი სასრულია და თითოეული მათგანი ასევე მოცემულია 

სასრულ სიმრავლეზე. 

           ისეთ დინამიურ სისტემებს, რომელთათვისაც დრო მოიცემა სასრულ 

სიმრავლეებზე და გარე ზემოქმედებებისა და კოორდინატების რიცხვი სასრულია, 

ვუწოდოთ სასრული დინამიური სისტემები. ასეთ სასრული დინამიური სისტემების 

კლასს ეკუთვნის სასრული ავტომატი.  
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სასრული ავტომატები 

             ვთქვათ                 და                არის ელემენტთა ნებისმიერი 

სიმრავლე, რომელთაც ვუწოდოთ ალფავიტი, ხოლო მის ელემენტებს - ალფავიტის 

ასოები. ასოების სასრულ მოწესრიგებულ მომდევრობას ვუწოდოთ სიტყვა მოცემულ 

ალფავიტში. ავღნიშნოთ      და     -ით შესაბამისად   და   ალფავიტებში სიტყვათა 

სიმრავლე. მაშინ დისკრეტული ინფორმაციის ნებისმიერი გარდაქმნა შეიძლება 

მოცემული იქნეს როგორც ცალსახა   ასახვა      სიტყვათა სიმრავლისა      

სიტყვათა სიმრავლეში.   გარდაქმნას (ასახვას) უწოდებენ ალფავიტურ ასახვას ან 

ალფავიტურ ოპერატორს, ხოლო   და   ალფავიტს შესაბამისად   ოპერატორის 

შესასვლელ და გამოსასვლელ ალფავიტებს. თითოეულ შემავალ              

სიტყვას   ოპერატორი შეუსაბამებს              გამომავალ სიტყვას. ამიტომ 

ყოველი        -თვის არსებობს ისეთი         , რომ        . ამ შემთხვევაში   არის 

ფუნქცია, რომლის განსაზღვრის არეა     , ხოლო მნიშვნელობათა სიმრავლე      . 

           ნებისმიერი აბსტრაქტული ავტომატი რეალიზებას უკეთებს რომელიმე   

ოპერატორს, ანუ ინდუცირებს რომელიმე    ასახვას. ავღნიშნოთ ზოგიერთი დაშვება, 

რომლებიც დაკავშირებულია აბსტრაქტული ავტომატის ცნებასთან: 

    1. ავტომატის განსხვავებული მდგომარეობების ნებისმიერი რაოდენობა და 

მომენტალური გადასვლა ერთი მდგომარეობიდან მეორეში. 

   2.  ერთი მდგომარეობიდან მეორეში გადასვლა შესაძლებელია მხოლოდ 

დროის დისკრეტულ ინტერვალებში. 

             3. შემავალი და გამომავალი სიგნალების რაოდენობა სასრულია 

(განსხვავებული სიგნალების). 

     4. შემავალი სიგნალები არის ავტომატის ერთი მდგომარეობიდან მეორეში 

გადასვლის მიზეზი, ხოლო გამომავალი სიგნალები - ავტომატის რეაქცია იმ შემავალ 

სიგნალებზე, რომლებიც ეკუთვნის დროის იმ მომენტებს, რომლებიც განისაზღვრება 

ავტომატის შესაბამისი სიგნალებით. 

           ამ მდგომარეობის გათვალისწინებით შეიძლება ვთქვათ, რომ აბსტრაქტული 

ავტომატი ფუნქციონირებს დროის დისკრეტულ   = 0,1,2,… მომენტებში. ყოველ       

შემავალ სიგნალზე ავტომატი რეაგირებს გამომავალი      სიგნალით.  

              განასხვავებენ ორი სახის ავტომატს: სინქრონულს და ასინქრონულს. 

სინქრონულ ავტომატებში მდგომარეობიდან მდგომარეობაში გადასვლა ხდება 

დროის თანაბარ შუალედებში, ასინქრონულში კი არა. შემდგომში ჩვენ განვიხილავთ 

სინქრონულ ავტომატებს. 
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             ავტომატის       მდგომარეობა   მომენტში ცალსახად განისაზღვრება 

წინამდებარე        მდგომარეობითა და შემავალი       სიგნალით. ამიტომ 

შეიძლება დავწეროთ:  

                                       (       (    ))                                                       

სადაც   არის ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრავს ავტომატის მომდევნო 

მდგომარეობას, აღინიშნება უბრალოდ       -ით და ეწოდება გადასვლის ფუნქცია. 

          რეალური ავტომატის გამომავალი      სიგნალი ყოველთვის გამოჩნდება 

შემავალი      სიგნალის შემდეგ. მაგრამ ავტომატის         მდგომარეობიდან      

მდგომარეობაში გადასვლის დროს    მომენტის მიმართ      გამომავალი სიგნალი 

შეიძლება ამ მომენტზე ადრე ან გვიან გამოჩნდეს. ამიტომ სამართლლიანია 

გამოსახულებები:    

                                                           (           )                                                    

                                                           (         )                                                             

სადაც        არის (2)-ის შემთხვევაში ჩვეულებრივი, ხოლო (3)-ის შემთხვევაში 

წანაცვლებული გამოსავლის ფუნქცია. იგი ცალსახად განსაზღვრავს ავტომატიდან 

გამომავალ ასოს წინამდებარე დროის მომენტში           მდგომარეობასა და        

შემავალ სიგნალზე დამოკიდებულებით, თუ  იგი  არის  ჩვეულებრივი გამოსავლის 

ფუნქცია, ხოლო წანაცვლებული ფუნქციის შემთხვევაში        მდგომარეობასა და  

შემავალ სიგნალზე დამოკიდებულებით. 

          რეალური ავტომატების მუშაობის გათვალისწინებით განასხვავებენ ორი 

სახის ავტომატებს, რომლებიც მოიცემიან შემდეგი ფორმულებით: 

         პირველი გვარის ავტომატები ეწოდება ავტომატებს, რომლებიც 

განისაზღვრებიან  

      (           )  

      (           ) 

ფორმულებით და განსაზღვრავენ ამ ავტომატების ფუნქციონირების კანონს, ხოლო 

მეორე  გვარის ავტომატები ეწოდება ავტომატებს, რომელთა ფუნქციონირების 

კანონი მოიცემა განტოლებებით: 

      (           ), 

      (         )  

სადაც            
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   ნებისმიერი გვარის აბსტრაქტულ ავტომატს ეწოდება წესიერი, თუ გამომავალი 

     სიგნალი ცხადად არ არის დამოკიდებული შემავალ       სიგნალზე და 

განისაზღვრება მხოლოდ         ან       მდგომარეობით. პირველი გვარის 

ავტომატებს ეწოდებათ აგრეთვე  მილის ავტომატები, ხოლო მეორე გვარის 

ავტომატებს - მურის ავტომატები. 

 

 

ავტომატების ფუნქციონირების აღწერა 

 

           არსებობს აბსტრაქტული ავტომატების აღწერის სხვადასხვა საშუალებები. ეს 

არის ანალიზური, გეომეტრიული და მატრიცული. 

           იტყვიან, რომ მოცემულია აბსტრაქტული A ავტომატი, თუ მოცემულია ხუთი 

ობიექტის ერთობლიობა: ავტომატში შემავალი                        ალფავიტი, 

ავტომატიდან გამომავალი   {  }                  ალფავიტი, მდგომარეობათა   

ალფავიტი, რომლის      ელემენტი არის ავტომატის საწყისი მდგომარეობა, F ასახვა, 

რომელიც  -ს ასახავს თავის თაში და რომელიც ნებისმიერ     და ყოველ შემავალ 

    ასოს შეუსაბამებს      მდგომარეობას და რომელიც განსაზღვრავს გადასვლის 

       ფუნქციას, გამოსავალი     ასო, რომელიც განსაზღვრავს ჩვეულებრივ ან 

წანაცვლებულ       გამოსავლის ფუნქციას. შესაბამისად                

             აღნიშნავს ნებისმიერ აბსტრაქტულ ავტომატს. თუ A არის პირველი 

გვარის აბსტრაქტული ავტომატი, მაშინ         გამოსავლის ჩვეულებრივი ფუნქციაა, 

ხოლო თუ A არის მეორე გვარის, მაშინ       ) გამოსავლის წანაცვლებული 

ფუნქციაა. 

           თუ   სიმრავლე სასრულია, მაშინ A ავტომატი სასრულია, წინააღმდეგ 

შემთხვევაში  A ავტომატი უსასრულოა. ყველა რეალური ავტომატი სასრულია. 

         ვაჩვენოთ, თუ როგორ შეიძლება განვსაზღვროთ ასახვა, რომელიც 

ინდუცირებულია მოცე-მული სასრული A ავტომატის მიერ. როგორც ცნობილია, 

ავტომატი ფუნქციონირებს t=0,1,2,.... დისკრეტულ დროში. იგულისხმებს, რომ  t=0 

საწყის მომენტში ავტომატი იმყოფება      საწყის მდგომარეობაში. დროის ყოველ 

მომენტში, საწყისი მომენტისაგან განსხვავებით, ავტომატის შესასვლელზე 

ყოველთვის მიეწოდება      შემავალი სიგნალი, რომელიც წარმოადგენს შემავალი X 

ალფავიტის ნებისმიერ ასოს, ხოლო გამოსასვლელზე წარმოიქმნება რაღაც 
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გამოსასვლელი       სიგნალი-    გამოსავალი ალფავიტის ასო. ვთქვათ      და      

შესაბამისად არის A ავტომატის შემავალი და გამომავალი სიტყვების სიმრავლე და 

             ნებისმიერი შემავალი სიტყვაა, ე.ი.          A ავტომატის 

შესასვლელზე, რომელიც იმყოფება საწყის მდგომარეობაში,               

             სასრული მომდევრობის მიწოდება F  ასახვის საფუძველზე იწვევს 

ავტომატის გამოსასვლელზე                            
 ცალსახად 

განსაზღვრული სასრული მიმდევრობის გამოჩენას, რომელიც შეესაბამებამება 

            
 გამომავალ სიტყვას      -დან. ამიტომ       . თუ ყოველ 

შესასვლელ სიტყვას მივაკუთნებთ მის შესაბამის         გამოსასვლელ სიტყვას, 

მივიღებთ საძიებელ   ასახვას, რომელიც წარმოადგენს ასახვას, ინდუცირებულს 

სასრული  A  ავტომატის მიერ. 

         ცხადია, რომ F ასახვა   სიმრავლისა   -ში ცალსახად იძლევა        და         

ფუნქციებს, რომლებიც განსაზღვრავენ A ავტომატის ფუნქციონირების კანონს და 

პირიქით. ეს ფუნქციები შეიძლება წარმოვიდგინოთ მართკუთხოვანი ცხრილის 

სახით, რომლის სტრიქონები შეესაბამებიან შემავალი   ალფალიტის სხვადასხვა 

ასოებს, ხოლო სვეტები-   ალფავიტის განსხვავებულ მდგომარეობებს.     

სტრიქონისა და    სვეტის გადაკვეთაზე       -ის გადასვლის ცხრილში იწერება   

მდგომარეობა, რომელშიც ის გადადის   მდგომარეობიდან    შემავალი სიგნალის 

ზემოქმედების შედეგად, ხოლო       -ის გამოსასვლელის ცხრილში იწერება  ასო, 

რომელიც გამოჩნდება ავტომატის გამოსასვლელზე. 

          ორ აბსტრაქტულ ავტომატს, A-სა და B-ს, ერთნაირი   შემავალი და   

გამომავალი ალფავიტებით ეწოდება ეკვივალენტური, თუ ისინი ინდუცირებენ 

ერთსა და იმავე    ასახვას         სიმრავლისა       სიმრავლეში. 

         დავამყაროთ კავშირი პირველ და მეორე გვარის ავტომატებს შორის. ვთქვათ 

მოცემულია მეორე გვარის                           ავტომატი. დავწეროთ 

        გადასვლის ფუნქცია და გამოსავლის        წანაცვლებული ფუნქცია. ეს 

უკანასკნელი ასე გამოისახება:        (         ). ამ გამოსახულებაში ჩავსვათ 

      (           ) მნიშვნელობა. მაშინ მივიღებთ განტოლებას  

      ( (           )     )                 , 

 რომელიც განსაზღვრავს გამოსავლის ნებისმიერ         ფუნქციას და რომელიც 

ახასიათებს პირველი გვარის ავტომატს. მაშასადამე, მეორე გვარის ავტომატის 

გამოსასვლელის წანაცვლებულ        ფუნქციაში თუ ჩავსვამთ გადასვლის        

ფუნქციას, მივიღებთ პირველი გვარის                            ავტომატს. 

რომელიც ინდუცირებს იმავე სახის ასახვას, როგორსაც  A  ავტომატი. 
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მეორე გვარის ავტომატის ასეთი სახით დაყვანას მისი ეკვივალენტური 

პირველი გვარის ავტომატზე, ეწოდება მეორე გვარის ავტომატის ინტერპრეტაცია 

პირველი გვარის ავტომატით. უფრო რთულია ჩვენება იმისა, რომ პირველი გვარის 

ავტომატისათვის შეიძლება აიგოს მისი ეკვივალენტური მეორე გვარის ავტომატი. 

   მაშასადამე, ჩვენ განვიხილეთ ავტომატების მოცემის ანალიზური ხერხი. 

ავტომატების მოცემის გეომეტრიული ხერხი დაიყვანება შესაბამისი 

ორიენტირებული გრაფის გამოსახულებაზე, რომლის წვეროებს წარმოადგენს 

ავტომატის მდგომარეობები, აღნიშნული სხვადასხვა       ასოებით, ხოლო ყოველი 

        გვერდის გასწვრივ იწერება ასო შემავალი      ალფავიტიდან, რომელიც 

იწვევს ავტომატის    მდგომარეობიდან   -ში გადასვლას და გამომავალი ალფავიტის 

   ასო, რომელიც გამოჩნდება ავტომატის გამოსასვლელზე. თუ ავტომატი პირველი 

გვარისაა, მაშინ გამომავალი    ასო განისაზღვრება         წყვილით, ხოლო მეორე 

გვარის ავტომატის შემთხვევაში    დამოკიდებულია        -ზე. ავტომატის საწყისი 

მდგომარეობა აღინიშნება      ასოთი. მაშასადამე, ასეთი ორიენტირებული გრაფი 

ცალსახად იძლევა რომელიღაც აბსტრაქტულ ავტომატს. გრაფებს დატვირთული 

გვერდებით (გვერდებზე წონითი ფუნქციებით) ეწოდება გრაფოიდები. ამიტომ 

ორიენტირებული გრაფოიდი არის აბსტრაქტული ავტომატის გეომეტრიული 

ინტერპრეტაცია. 

         გრაფოიდიდან ადვილად შეიძლება გადასვლა მოცემულ ავტომატზე 

დატვირთული წინარე ხის საშუალებით, რომელიც წარმოადგენს სტრუქტურული 

გრაფის მაგალითს. გრაფოიდის მიხედვით, წინარე ხის აგება ხდება შემდეგნაირად: 

ფიქსირდება წვერო, რომელიც შეესაბამება საწყის      მდგომარეობას. იგი არის 

პირველი რანგის წვერო ან წინარე ხის ძირი. პირველი რანგის წვეროდან გაივლება 

ორი რკალი, რომელთაც ეწოდებათ პირველი რანგის რკალები და რომელთა 

რაოდენობაც ტოლია ავტომატის შემავალი ალფავიტის ასოთა რაოდენობისა. ყოველი 

რკალი შედის მეორე რანგის წვეროში (  რაოდენობის წვერო). მეორე რანგის ყოველი 

წვეროდან გამოდის   რაოდენობის რკალი, რომლებიც შედის მესამე რანგის 

წვეროებში (  ² წვერო) და ა.შ. პირველი და მომდევნო რანგის თითოეულ რკალს 

მიეწერება შესავალი      ასო და ფრჩხილებში გამოსავალი      ასო შესაბამისი 

ალფავიტებისა, ხოლო მეორე და მომდევნო რანგის წვეროებს       ასო. მაშასადამე, 

ავტომატის წინარე ხე არის გრაფი, რომლის ყოველ წვეროში, გარდა    ფუძისა, შედის 

ერთი რკალი და რომელიც არ შეიცავს კონტურებს. 

         ეხლა განვიხილოთ ავტომატების მოცემის მატრიცული ხერხი. მის ერთ-ერთ 

სახეს წარმოადგენს ზემოთ აღწერილი მართკუთხა მატრიცები, რომელთაც ეწოდებათ 

გადასვლებისა და გამოსასვლელების ცხრილები და განსაზღვრავენ          და 
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       ფუნქციებს. რადგანაც ამ მატრიცებში მონაწილეობს ყველა ასო შესასვლელი 

და გამოსასვლელი ალფავიტებისა და აგრეთვე მდგომარეობათა ალფავიტისა, ამიტომ 

ისინი სრულად და ცალსახად იძლევიან რაღაც ავტომატს. 

         უფრო ხშირად გამოიყენება კვადრატული მატრიცები, რომელთაც ეწოდებათ 

ავტომატის შეერთების მატრიცა და იგი შემდეგნაირად აიგება. შეერთების მატრიცის 

სტრიქონები და სვეტები შეესაბამებიან ავტომატის სხვადასხვა მდგომარეობას. 

პირველი სტრიქონი და პირველი სვეტი შეესაბამება საწყის      მდგომარეობას.   -

ური სტრიქონისა და   -ური სვეტის გადაკვეთაზე იწერება შემავალი ალფავიტის 

     ასო ან შემავალი ასოების დიზიუნქცია, რომელიც იწვევს ავტომატის გადასვლას 

   მდგომაეობიდან   -ში, ხოლო ფრჩხილებში იწერება გამომავალი ალფავიტის      

ასო ან გამომავალი ასოების დიზიუნქცია, რომლებიც გამოჩნდებიან ავტომატის 

გამოსასვლელზე. თუ არცერთ ასოს შემავალი ალფავიტისა არ გადაყავს ავტომატი    

მდგომარეობიდან    -ში, მაშინ შესაბამის გადაკვეთაზე იწერება ნული. 

          შეერთების მატრიცას გააჩნია ის თვისება, რომ მის ნებისმიერ სტრიქონში 

შემავალი ალფა-ვიტის ყოველი ასო მხოლოდ ერთხელ უნდა შეგვხვდეს. ეს პირობა 

დაკავშირებულია ავტომატის გადასვლისა და გამოსავლის ფუნქციების 

ცალსახობასთან და ეწოდება ცალსახობის პირობა. 

            მაგალითზე ვაჩვენოთ ავტომატის მოცემის სხვადასხვა მეთოდები და მეორე 

გვარის ავტომატის ინტერპრეტაცია პირველი გვარის ავტომატით. 

 

          მაგალითი 1: ვთქვათ მოცემულია აბსტრაქტული ავტომატი              

             , სადაც                                            ხოლო   

Qსიმრავლის   სიმრავლეში ასახვა განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

            ⁄          ⁄          ⁄   , 

            ⁄          ⁄          ⁄     

            ⁄          ⁄               

            ⁄          ⁄               

         ვიგულისხმოთ, რომ A ავტომატი არის პირველი გვარის. A ავტომატის 

შესასვლელზე, რომელიც თავის მხრივ იმყოფება    საწყის მდგომარეობაში, 

შესასვლელი                  სიტყვის  მიწოდება იწვევს გამოსასვლელზე    

               სიტყვის გამოჩენას, ხოლო                     შესასვლელი სიტყვა 

იწვევს                     სიტყვის გამოჩენას. F ასახვაზე დამოკიდებულებით (Q-

ს ასახვა თავის თავში) ადვილად შეიძლება ავაგოთ გადასვლებისა და 

გამოსასვლელების ცხრილები A ავტომატისათვის. გადასვლის ცხრილს, რომელსაც 
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განსაზღვრავს გადასვლის         ფუნქცია, აქვს (1) სახე, ხოლო გამოსასვლელის 

ცხრილს, რომელსაც განსაზღვრავს გამოსასვლელი  ψ      ჩვეულებრივი ფუნქცია, 

(2) სახე. 

 

                                   

                                 

                                 

                                 

             

ცხრ.1                                                                                      ცხრ.2 

           ავტომატის გრაფოიდი გამოსახულია 1 ნახაზზე, ხოლო დატვირთული 

წინარე ხის პირველი სამი იარუსი, აგებული გრაფოიდის მიხედვით, ნაჩვენებია 2-ე  

ნახაზზე. 

 

  

 

                                                        ნახ.1 
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                                                               ნახ.2 

 

ავტომატის შეერთების მატრიცას აქვს სახე: 

    

 

 

              

          

        (  )   (  ) 0   (  )    

 

   

       (  ) 0   (  )   (  )   

        

(4) 

        (  )   (    0   (  )    

         (  ) 0   (  )   (  )    

 

ე.ი. შეერთების    მატრიცა მიიღება              ასახვებიდან. ვთქვათ ავტომატი არის 

მეორე გვარის ავტომატი. მაშინ (1) ცხრილი განსაზღვრავს გადასვლის        

ფუნქციას, ხოლო მე-2 ცხრილი გამოსასვლელის ψ       წანაცვლებულ ფუნქციას.    

მე-(2) გვარის ავტომატის გრაფოიდი მოცემულია (1)-ნახაზზე, ხოლო შეერთების 

მატრიცას აქვს (4) სახე. თუ ავტომატი იმყოფება    საწყის მდგომარეობაში და მის 
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შესასვლელზე მოვა                 და                      სიტყვები, ისეთები 

როგორებიც პირველი გვარის ავტომატის შესასვლელზე, მაშინ გამოსასვლელზე 

მივიღებთ                
 და                       სიტყვებს, რომლებიც 

განსხვავდებიან პირველი გვარის ავტომატის გამოსასვლელი სიტყვებისგან. ამიტომ 

პირველი გვარის ავტომატის   ასახვა განსხვავდება მეორე გვარის ავტომატის 

ასახვისგან. 

          როგორც ცნობილია, მურის ავტომატის გამოსასვლელი სიგნალი 

დამოკიდებულია მხოლოდ მის მდგომარეობაზე ე.ი.       (    )  ამიტომ ყოველი 

    მდგომარეობა აღნიშნულია გამოსასვლელი     ასოთი, რომელიც   ასახვაში 

ისმება ფრჩხილებში   ელემენტის გვერდით. ამიტომ ანალიზურად მურის ავტომატი 

შეიძლება მოცემული იყოს ფორმით:   (                 )  სადაც   ასახვა  -

სათვის თავში ნებისმიერი     და ყოველ     ასოს შეუსაბამებს      

მდგომარეობას, რომელიც განსაზღვრავს გამოსასვლელის წანაცვლებულ      

ფუნქციას. მაშასადამე, მურის ავტომატის გამოსასვლელის ცხრილი დაიყვანება ერთ 

სტრიქონამდე, რომელიც განლაგდება მდგომარეობათა გადასვლის ცხრილის თავზე. 

მურის ავტომატის გეომეტრიული ინტერპრეტაციის გამოსასვლელი ალფავიტის     

ასოები იწერება მდგომარეობათა     ალფავიტის გვერდით ფრჩხილებში, ხოლო 

შეერთების მატრიცაში იწერება შესაბამისი სვეტის თავზე. 

 

        მაგალითი 2: ვთქვათ მოცემულია მურის   (                 ) 

ავტომატი, სადაც                                       ხოლო 

                         

                       , 

                                                                      . 

ავტომატის გრაფოიდს აქვს სახე (ნახ.4). 

 

                                                                         ნახ.4 
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           ამ  ნახაზის მიხედვით ადვილად ავაგებთ გადასვლის ცხრილებს, რომლებიც 

განსაზღვრავენ მურის ავტომატის ფუნქციონირების კანონს  (         და       

ფუნქციებს). 

 

y            X\Q          

X\Q                        

                          

                  

                     

              

      (ცხრ.4)                                                                                         (ცხრ.5) 

   შეერთების      მატრიცას  მურის ავტომატისათვის აქვს სახე: 

    (  )   
 
  (  )   

         

     0          

            =   0          

           0   . 

 

       ავაგოთ ახლა მილის  ავტომატი, რომელიც იქნება მურის B ავტომატის 

ინტერპრეტაცია. (4) ცხრილის საშუალებით ავაგოთ  ψ(q,x)  გამოსასვლელის ფუნქცია 

(ცხრ.5), რომელიც განსაზღვრავს მილის A=( X, Q, Y,    Q, F(x X / y Y) )  ავტომატს: 

    ={  (  /  ),   (  /  )}, 

    ={  (  /  ),   (  /  )}, 

    ={  (  /  ),   (  /  )}, 

 

    შეერთების    მატრიცას ექნება სახე: 
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0      
)   (  ) 

 

 

    = 

 

0      
)   (  ) 

 

 

   

 

  (  )      
) 0 

 

, 

 

ხოლო მილის ავტომატის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია მოცემულია მე-5 ნახაზზე: 

 

                                                                   ნახ.5 

მაგ     
 
         ,               ,                ,              . ადვილი 

შესამოწმებელია, რომ მილის  ავტომატი   (x) სიმრავლის სიტყვებს ასახავს  (y)-ში 

ისევე, როგორც მურის B ავტომატი. 

      აქამდე ვიხილავდით პირველი და მეორე გვარის ავტომატებს, 

რომელთათვისაც მდგომარეობათა Q სიმრავლის თავის თავში F ასახვა 

განსაზღვრული იყო ნებისმიერი (q,x)   წყვილისათვის, სადაც q Q  x X . ასეთ 

ავტომატებს უწოდებენ სრულად განსაზღვრულებს. ავტომატები (ნებისმიერი გვარის), 

რომელთათვისაც Q სიმრავლის თავის თავში F ასახვა განსაზღვრული არ არის ყველა  

q Q და x X წყვილისათვის, უწოდებენ ნაწილობრივ ავტომატებს. ნაწილობრივი 

ავტომატის ცნება შეიძლება განვმარტოთ, თუ გამოვიყენებთ ავტომატის 

გამოსასვლელისა და შესასვლელის ფუნქციებს. ნაწილობრივი ავტომატი ეწოდება 

ავტომატს, რომლისთვისაც გადასვლის ფუნქცია ან გამოსასვლელის ფუნქცია ან 

ორივე ეს ფუნქცია განსაზღვრული არ არის   q Q  და  x X ელემენტთა წყვილის 

ყველა მნიშვნელობისათვის. გადასვლისა და გამოსვლის ცხრილების და აგრეთვე 

ავტომატის შეერთების მატრიცის იმ ადგილებზე, რომლებშიდაც შესაბამისი 

გადასვლები და გამოსვლები არ არის განსაზღვრული, ჩაიწერება ნული ან ტირე. 

        განვიხილოთ ასახვა, ინდუცირებული ნაწილობრივი ავტომატით. ავტომატის 

შესასვლელზე მივაწოდოთ შემავალი ალფავიტის სხვადასხვა სიტყვები. 

ვიგულისხმოთ, რომ რაღაც სიტყვის P=       ....     შემავალი         ასოს მიწოდებისას 
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მისი შესაბამისი გამოსასვლელი სიგნალი არ არის განსაზღვრული. ამ შემთხვევაში 

იტყვიან, რომ P შესასვლელი სიტყვა აკრძალულია მოცემული ნაწილობრივი 

ავტომატისათვის. ყველა ასეთი სიტყვების აკრძალული ერთობლიობა შეადგენს 

მოცემული ავტომატის აკრძალულ არეს. სიტყვა, რომელიც არ არის აკრძალული, 

ეწოდება დასაშვები, ხოლო მათ სიმრავლეს, დასაშვებ სიტყვათა სიმრავლე. 

განვსაზღვროთ დამაკავშირებელი ავტომატის ცნება, რომელიც მეტად 

მნიშვნელოვან როლს თამაშობს ნაწილობრივი ავტომატის შესწავლისას. 

           აბსტრაქტული ავტომატის    
 Q მდგომარეობას ეწოდება მიღწევადი, თუ იგი 

ემთხვევა საწყის მდგომარეობას ან თუ არსებობს ისეთი    
 Q მიღწევადი 

მდგომარეობა და შემავალი ალფავიტის ისეთი      ასო, რომ           . 

წინააღმდეგ შემთხვევაში    მდგომარეობას ეწოდება არამიღწევადი. აბსტრაქტულ 

ავტომატს, რომელთა ყველა მდგომარეობა მიღწევადია, ეწოდება დამაკავშირებელი  

ავტომატი. 

           ადვილი დასანახია, რომ საწყისი მდგომარეობიდან ავტომატი ვერ გადავა 

არამიღწევად მდომარეობაში, ამიტომ ავტომატის შეერთების მატრიცაში ის 

სტრიქონები და სვეტები, რომლებიც შეესაბამებიან არამიღწევად მდგომარეობებს, 

შეიძლება ამოვშალოთ. ამ შემთხვევა-ში ავტომატის მიერ ინდუცირებული ასახვა არ 

შეიცვლება, ამიტომ შემდეგში განვიხილავთ დამაკავშირებელ  ავტომატებს. 

           ახლა განვიხილოთ ავტონომიური ავტომატი. ვთქვათ მოცემულია მილის 

A=(X,Q,Y,    Q, F(x X/y Y)) ავტომატი. განასხვავებენ მილის ავტონომიური 

ავტომატის ორ სახეს: ავტონომიური ავტომატი შესასვლელით და ავტონომიური 

ავტომატი გამოსასვლელით. 

         ავტონომიური ავტომატი შესასვლელი x X ასოთი ეწოდება ავტომატს, რომელიც 

აღინიშნება                      სიმბოლოთი და რომლის შესასვლელი ალფავიტი 

შედგება მხოლოდ {x}  სიმრავლისაგან, ხოლო F ასახვა Q სიმრავლისა თავის თავში 

განისაზღვრება ისე, რომ ნებისმიერი q Q მდგომარეობას შეესაბამება ისეთი    
 Q  

მდგომარეობა, რომელშიდაც გადასვლა განხორციელდება მხოლოდ x შემავალი 

ასოთი.    ავტომატის გამომავალი ასოები არ განიხილება. 

           თუ მოცემულია A ავტომატის გრაფოიდი, მასზე ყველა გვერდი უნდა 

წავშალოთ, რომელზედაც აღნიშნულია x -გან განსხვავებული შემავალი ასოები, 

მივიღებთ    ავტონომიური ავტომატის გრაფს. ავღნიშნოთ, რომ ავტონომიური 

ავტომატი მოიცემა ბერჟის გრაფით და არა გრაფოიდით.    ავტომატის შეერთების 

მატრიცა მიიღება  A ავტომატის შეერთების მატრიციდან იმ ელემენტების ნულით 
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შეცვლით, რომლებიც x ასოსაგან განსხვავდებიან და გამომავალი ასოების წაშლით, 

რომლებიც ფრჩხილებით  x ასოს გვერდით დგას.   

          (6) ნახაზზე მოცემულია მილის ავტონომიური ავტომატის გრაფი შესაბამისად 

   და     შემავალი ასოს მიხედვით. 

 

q2              -ით       q3                                                             q2               -ით 

ნახ. 6  

                   A ავტონომიური ავტომატი y Y გამომავალი ასოს მიხედვით ეწოდება 

ავტომატს ( აღინიშნება Ay=(Q, {y},   Q, F(y))  სიმბოლოთი), რომლის გამომავალი 

ალფავიტი შედგება {y} სიმრავლისგან, ხოლო F ასახვა Q სიმრავლისა თავის თავში ისე 

განისაზღვრება, რომ ნებისმიერი q Q მდგომარეობას შეესაბამება ისეთი    Q 

მდგომარეობა, რომელშიდაც გადასვლა გამოიწვევს მხოლოდ გამომავალი y ასოს 

გამოჩენას.     ავტომატის შემავალი ასოები მხედველობაში არ მიიღებიან. 

           მაშასადამე, მილის A ავტომატი შეიძლება მოცემული იყოს როგორც 

ერთობლიობა ავტონომიური ავტომატებისა შემავალი და გამომავალი ალფავიტების 

ყველა ასოს მიხედვით. მურის ავტომატის შემთხვევაში აზრი აქვს ვისაუბროთ 

მხოლოდ ავტონომიურ ავტომატებზე შესასვლელი ასოების მიხედვით. 

          (7) ნახაზზე, მოცემულია მილის ავტონომიური ავტომატების გრაფი 

გამომავალი    და    ასოების მიხედვით, რომლის გრაფოიდიც (5)-ე ნახაზზეა 

მოცემული.

                                                                             
     -ით                                                                                                                        -ით                                                                                                                                                                                                                                                                              

ნახ.7 
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სასრული ავტომატების მაგალითები 

 აქ მოყვანილ მაგალითებში X აღნიშნავს შემავალ ალფავიტს, Z-გამომავალ 

ალფავიტს, ხოლო  S-მდგომარეობათა სიმრავლეს. თითოეული მაგალითისთვის 

მოცემული იქნება მისი სიტყვიერი აღწერა, რომელიც წარმოადგენს ძირითად 

საფუძველს მდგომარეობათა სიმრავლის არჩევისათვის. 

 მაგალითი 1.  მოცემულია: ორგანიზმი აღიგზნება ორი სტიმულით: 

„დადებითი“ და „უარყოფითი“. ორგანიზმი არ რეაგირებს უარყოფით სტიმულზე და 

რეაგირებს დადებითი სტიმულების მონაცვლეობაზე. 

X={დადებითი სტიმული; უარყოფითი სტიმული} 

          Z={რეაქცია; რეაქციის არარსებობა}  

          S={რეაქცია ბოლო დადებით სტიმულზე, არ არის რეაქცია ბოლო დადებით 

სტიმულზე} 

 მიმდინარე მომენტში „რეაქცია ბოლო დადებით სტიმულზე“ მდგომარეობისას 

და შესასვლელზე „დადებითი სტიმულის“  შემთხვევაში გამოსასვლელზე 

გამოჩნდება „არ არის რეაქცია“, ხოლო შემდეგი მდგომარეობა იქნება „არ არის 

რეაქცია ბოლო დადებით სტიმულზე“. მიმდინარე მომენტში სისტემის „არ არის 

რეაქცია ბოლო დადებით სტიმულზე“ მდგომარეობაში ყოფნისას და შესასვლელზე 

„დადებითი სიმულის“ არსებობისას წარმოიქმნება გამოსასვლელი რეაქცია და 

შემდეგი მდგომარეობა „რეაქცია ბოლო დადებით სტიმულზე“. შესავლელზე 

„უარყოფითი სტიმულის“ დროს წარმოიქმნება გამოსასვლელი „არ არის რეაქცია“ 

მიმდინარე მომენტში მდგომარეობაზე დამოუკიდებლად, ხოლო სისტემის 

მდგომარეობა არ შეიცვლება. 

 მაგალითი 2. მოცემულია: ინგლისურ ტექსტში, შედგენილი ალფავიტის 26 

ასოსგან და პრობელებისაგან, უნდა დავთვალოთ სიტყვათა რეაოდენობა, რომელიც 

იწყება un-ით და მთავრდება d-თი (მაგ.: united და სხვ.) სიმარტივისთვის პრობელი 

აღვნიშნოთ Π ასოთი, ხოლო ყველა დანარჩენი ასო d, n და u -საან განსხვავებული   

ასოთი. 

X={ d, n, u, Π,   }  

Z={დავთვალოთ; არ დავთვალოთ}  

S={ახალი სიტყვა, ველოდოთ ახალ სიტყვას, u-ს გამოჩენა, u-n-ის გამოჩენა,  
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     u-n-d-ს გამოჩენა} 

 შესასვლელზე  Π-ის გამოჩენისას შემდეგ მომენტში, არსებული 

მდგომარეობისაგან დამოუკიდებლად, გვექნება მდგომარეობა „ახალი სიტყვა“. 

მიმდინარე მომენტში „u-n-d-ს გამოჩენა“ მდგომარეობისას და შესასვლელზე Π-ის 

გამოჩენისას წარმოიშვება გამოსასვლელი „დავთვალოთ“. ყველა დანარჩენ 

შემთხვევაში გამოსასვლელზე წარმოიშვება „ არ დავთვალოთ“. მიმდინარე 

მდგომარეობა თუ არის „ახალი სიტყვა“, ხოლო შესასვლელზე u, მაშინ შემდეგი 

მდგომარეობა იქნება „u-ს გამოჩენა“, ხოლო შესასვლელზე d, n ან  -ს შემთხვევაში 

შემდეგი მდგომარეობა იქნება „ველოდოთ ახალ სიტყვას“. მიმდინარე მომენტში 

მდგომარეობა თუ არის  „u-ს გამოჩენა“, ხოლო შესასვლელზე-n, შემდეგ მომენტში 

მდგომარეობა იქნება „u-n-ის გამოჩენა“, ხოლო შესასვლელზე d, u ან  -ს შემთხვევაში, 

შემდეგ მომენტში მდგომარეობა იქნება „ველოდოთ ახალ სიტყვას“. თუ მიმდინარე 

მომენტში მდგომარეობაა „u-n-ის გამოჩენა“ ან „u-n-d-ის გამოჩენა“, d შესასვლელის 

შემთხვევაში, მაშინ შემდეგ მომენტში გვექნება მდგომარეობა „u-n-d-ის გამოჩენა“, 

ხოლო  n და u ან   შესავლელის შემთხვევაში მდგომარეობა „u-n-ის გამოჩენა“. 

მდგომარეობა ველოდაოთ ახალ სიტყვას, Π-გან განსხვავებული შესასვლელის 

შემთხვევაში, დარჩება უცვლელი. 

 

 მაგალითი 3. მოცემულია: ბორბლის ბრუნვა, რომელიც მოძრაობაში მოჰყავს 

ძრავას, განისაზღვრება ორპოზიციანი ქანჩით: ქანჩის მარჯვენა მდგომარეობა 

შეესაბამება საათის ისრის მიმართულებით ბრუნვას, მარცხენა კი საათის ისრის 

საწინააღმდეგოდ. ბრუნვის მიმართულების შეცვლის მომენტში ჩაირთვება 

ინდიკატორული ნათურა. 

X={ მარჯვნივ, ნარცხნივ }  

Z={ნათურა ჩართულია, ნათურა გამორთულია}  

S={საათის ისრის მიმართულებით, საათის ისრის საწინააღმდეგოდ} 

მიმდინარე მომენტში მდგომარეობა თუ იმყოფება „საათის ისრის 

მიმართულებით“, ხოლო შესავლელზე გვაქვს „მარჯვნივ“ ან მდგომარეობა თუ არის 

„საათის ისრის საწინააღმდეგო მიმართულებით“, ხოლო შესასვლელზე „მარცხნივ“, 

მდგომარეობა გვექნება უცვლელი და გვექნება გამოსასვლელი „ნათურა 

გამორთულია“. მიმდინარე მომენტში მდგომარეობა თუ იმყოფება „საათის ისრის 

მიმართულებით“, ხოლო შესასვლელზე გვაქვს „მარცხნივ“, ან პირიქით „საათის 

ისრის საწინააღმდეგომ მიმართულებით“ მდგომარეობა, ხოლო სესასვლელზე 
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„მარჯვნივ“-მდგომარეობა შეიცვლება და გამოსასვლელზე გვექნება „ნათურა 

ჩართულია“. 

 განხილული მაგალითები გვიჩვენებს, რომ სასრულ ავტომატად შეიძლება 

წარმოვიდგინოთ თამაში, ენა, ალგორითმი, გადამრთველი, ცოცხალი ორგანზმი, 

ოგანიზაცია და ა.შ. არსებითად, ნებისმიერი სისტემა, რომელშიც მიმდინარე 

მომენტში გამომავალი სიგნალი დამოკიდებულია მიმდინარე მომენტში 

მდგომარეობაზე და შემავალ სიგნალზე, ხოლო მდგომარეობა შემდეგ მომენტში 

დამოკიდებულია მიმდინარე მომენტში მდგომარეობაზე და შემავალ სიგნალზე, 

შეიძლება წარმოვადგინოთ სასრულ ავტომატად. 

 

ავტომატების ფუნქციონირება სტაციონარულ  

შემთხვევით გარემოში 

 

ავტომატის ქვეშ იგულისხმება რაიმე მოწყობილობა, რომელიც 

ფუნქციონირებს დროის          დისკრეტულ მომენტებში და აქვს შემდეგი 

თვისებები: 

 ამ მოწყობილობას გააჩნია შიგა მდგომარეობათა სასრული ან თვლადი 

რაოდენობა. დროის ყოველ მომენტში ავტომატი იმყოფება ერთ-ერთ 

მდგომარეობაში. 

 ავტომატს შეუძლია შეასრულოს სასრული რაოდენობის მოქმედებები. 

მოქმედების არჩევა დამოკიდებულია ავტომატის შიგა მდგომარეობაზე. 

 ავტომატს შესასვლელზე შეუძლია მიიღოს სასრული რაოდენობის სიგნალები 

და მათზე დამოკიდებულებით ცვალოს შიგა მდგომარეობები. 

მაშასადამე, სტოქასტური (ალბათური) ავტომატი ფორმალურად განიმარტება 

როგორც სისტემა 

                    (
 

 
)    

აქ               შემავალი სიგნალების სასრული რაოდენობაა;                 

გამომავალი სიგნალების (მოქმედებების) სასრული სიმრავლეა;                 _ 
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შიგა მდგომარეობათა სასრული ან თვლადი სიმრავლე,    -  მდგომარეობათა 

ალბათობების საწყისი (სასტარტო) განაწილება,      გადასვლის  ფუნქცია, რომელიც 

მოიცემა სასრულგანზომილებიანი ან   სიმრავლის თვლადობის შემთხვევაში 

თვლადგანზომილებიანი გადასვლის          მატრიცით: 

                    |                 , 

                        - გამოსვლის ფუნქციაა, რომელიც იძლევა       

ალბათურ ასახვას. 

        თუ ყველა ჩამოთვლილი ალბათური განაწილებები გადაგვარებულია, მაშინ 

   ავტომატი დეტერმინირებულია. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, 

დეტერმინირებული ავტომატის შემთხვევაში თითოეული შემავალი სიგნალის დროს 

მოცემული მდგომარეობიდან გადასვლა ხდება მხოლოდ ერთ რომელიმე 

ფიქსირებულ მდგომარეობაში. სტოქასტური ავტომატის შემტხვევაში კი ყოველი 

სიგნალის დროს ეს გადასვლები შეიძლება განხორციელდეს რამდენიმე 

მდგომარეობაში. 

    განვიხილოთ ავტომატის ფუნქციონირება   გარემოში. ეს ნიშნავს, რომ 

ავტომატის გამომავალი სიგნალები (მოქმედებები) წარმოადგენენ შემავალ 

სიგნალებს რაიმე   მოწყობილობისათვის, რომელიც საზოგადოდ, შეიძლება 

განვიხილოთ როგორც ავტომატი. 

   გარემო ავტომატის მოქმედებაზე რეაგირებს საპასუხო   რეაქციებით, 

რომლებიც    ავომატისათვის შემავალ სიგნალებს წარმოადგენენ. ავტომატი მათ 

იყენებს შემდგომი მოქმედების გადაწყვეტილების მისაღებად (ნახ. 1) 

 

 

 

  

 

  S(t) f(t)  

  

ნახ.1 

     𝐶 გარემო 𝐵𝑘  ავტომატი   
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      ვიგულისხმოთ, რომ     გარემოს ყველა ეს                  რეაქცია ავტომატის 

მიერ აღიქმება როგორც ერთ-ერთი სახის რეაქცია შემდეგი ორი კლასის 

რეაქციებიდან:      სასურველი რეაქციების კლასი (მოგება),         

არასასურველი რეაქციების კლასი (წაგება). 

     ვიტყვით, რომ ავომატი მოწყობილია მიზანმიმართულად, თუ ის ცდილობს უფრო 

ხშირად მოიგოს და უფრო ნაკლები წაააგოს. ცხადია, რომ ავტომატის 

მიზანშეწონილი ქცევა იზრდება სასურველი რეაქციების (მოგება) რიცხვის 

ზრდასთან და არასასურველი რეაქციების (წაგება) რიცხვის კლებასთან 

დაკავშირებით. 

      გარემოს როლი მდგომარეობს ავტომატის მოქმედებასა და მის შესასვლელზე 

მოსულ სიგნალებს შორის კავშირის დამყარებაში. გარემოს შესახებ ავტომატს 

წინასწარ არავითარი ინფორმაცია არ გააჩნია, ამიტომ ბუნებრივია, რომ ისე 

შევარჩიოთ ავტომატის კონსტრუქცია, რომ მისი ქცევა ფლობდეს მაქსიმალურ 

მიზანშეწონილობას უმარტივეს შემთხვევებში, ხოლო შემდეგ შევისწავლოთ 

ავტომტების ქცევა უფრო რთულ გარემოებში.  ასეთ მარტივ ამოცანას წარმოადგენს, 

მაგალითად, ავტომატის ქცევის ამოცანა სტაციონალურ შემთხვევით გარემოში. 

განმარტება: ვიტყვით, რომ    ავტომატი ფუნქციონირებს                 

სტაციონალურ შემთხვევით გარემოში, თუ ავტომატის მოქმედებები და ავტომატში 

შემავალი სიგნალები ერთმანეთთან შემდეგნაირადაა დაკავშირებულები: ავტომატის 

მიერ დროის ტ მომენტში შესრულებული    მოქმედება იწვევს დროის   t+1  

მომენტში შესავლელზე       სიგნალის (მოგება) გამოჩენას    
    

 
  ალბათობით 

და      სიგნალის (წაგება) გამოჩენას    
    

 
 ალბობით                აქ 

           |  |      სიდიდეს აქვს      მოქმედებისათვის მოგების მათემატიკური 

ლოდინის აზრი. 

         განსაკუთრებულ ინტერესს იწვევს ისეთი ავტომატები, რომლებიც 

მიზანშეწონილი ქცევით გამოირჩევიან და რომელთა სტრუქურაშიც არავითარი 

ინფორმაცია არ არსებობს იმის შესახებ, თუ როგორ სტაციონალურ გარემოში 

უხდებათ მათ ფუნქციონირება. ამ ავტომატებს არ გააჩნიათ, ასე ვთქვათ ქცევის 

“აპრიორული მიზანშეწონილობა” და მათი სტრუქტურა უნდა უზრუნველყოფდეს 

სიმეტრიულობის თვისებას: შემავალი სიგნალების ერთნაირი მიმდევრობისას, 

რომლებიც ავტომატის შესასვლელზე მიეწოდება სხვადასხვა მოქმედებების 

შესრულებისას, ავტომატი ერთნაირად უნდა იქცეოდეს. სხვა სიტყვებით რომ 

ვთქვათ, ავტომატის კონსტრუქციაში ყველა მდგომარეობათა ქვესიმრავლეში, სადაც 
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განსხვავებული მოქმედებები ხდება, მდგომარეობებს შორის გადასვლა როგორც 

    , ასევე        სიგნალების დროს იდენტურია. განსხვავება მხოლოდ ამ 

გადასვლების ალბათობებს შორისაა. 

          დეტერმინირებული ავტომატის მდგომარეობათა ცვალებადობა და 

გამოსასვლელი სიგნალის დამოკიდებულება ავტომატის მდგომარეობაზე 

განისაზღვრება შემდეგი კანონიკური განტოლებებით 

        (           )                                        

      (    )                                                                    

 

       აქ   დრო იღებს დისკრეტულ მნიშვნელობებს   =1,2,… . შემავალი      

სიგნალი ორ        და       მნიშვნელობას. ვიტყვით, რომ დროის   მომენტში 

ავტომატი იმყოფება   - ურ მდგომარეობაში,               მოქმედება იქნება    

მდგომარეობის შესაბამისი, თუ  (  )    .             მდგომარეობები ავტომატის 

მდგომარეობებია, ხოლო   რიცხვს ეწოდება ავტომატის მეხსიერება. ცხადია, რომ 

     

         (1) განტოლება აღწერს ავტომატის მდგომარეობების ცვლილების 

დამოკიდებულებას შესასვლელ        სიდიდეზე. 

        (2) განტოლება კი აღწერს ავტომატის მოქმედების დამოკიდებულებას მის 

მდგომარეობაზე. რადგან ავტომატის მოქმედება დროის   მომენტში 

დამოკიდებულია ავტომატის მდგომარეობაზე იმავე   მომენტში, ამიტომ ჩვენ საქმე 

გვაქვს მურის, ანუ  II  გვარის ავტომატთან. 

        (1) განტოლება გვაძლევს მდგომარეობათა სიმრავლის თავის თავში ასახვას 

       და        მნიშვნელობებისათვის. ეს ასახვები მოიცემა    
           

          მატრიცის სახით. 

        დეტერმინირებული ავტომატის მატრიცას        და       

მნიშვნელობებისათვის ყოველ სტრიქონში აქვს მხოლოდ 1 ცალი 1-იანი, ხოლო 

დანარჩენი ელემენტები 0-ია. 

       ვთქვათ დროის   მომენტში ავტომატი იმყოფება                     

მდგომარეობაში, რომელსაც შეესაბამება    
       მოქმედება. მაშინ ავტომატის       
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მდგომარეობიდან    მდგომარეობაში გადასვლის      ალბათობა განისაზღვრება 

ტოლობით: 

            
           

                             

       ცხადია, რომ   ||   || მატრიცა სტოქასტურია. მაშასადამე, ავტომატის 

ფუნქციონირება სტაციონალურ შემთხვევით გარემოში აღიწერება მარკოვის ჯაჭვით. 

ჩვენთვის საინტერესო შემთხვევებში ეს ჯაჭვი ერგოდულია. ასე რომ არსებობს 

ფინალური ალბათობები ავტომატის მდგომარეობათა ალბათობებისა მოცემულ 

გარემოში, რომლებიც არ არიან დამოკიდებული საწყის განაწილებაზე. 

       ავღნიშნოთ     სიმბოლოთი    მდგომარეობის ფინალური ალბათობა, ხოლო 

             სიმბოლოთი ისეთ    მდგომარეობათა ფინალური ალბათობების 

ჯამი, რომელთაც შეესაბამებათ     მოქმედება. 

          მოგების         მათემატიკური ლოდინი     ავტომატისათვის     გარემოში 

გამოისახება შემდეგი ფორმულით: 

        ∑     

 

   

                                                

  ცხადია, რომ 

                                                              

          ავტომატის მიზანშეწონილი ქცევა მდგომარეობს   -ს გაზრდაში. ვიტყვით, 

რომ    ავტომატის ქცევა    გარემოში მიზანშეწონილია, თუ 

        
 

 
                                                   

სადაც    
 

 
             არის ისეთი ავტომატის მოგების მათემატიკური 

ლოდინი, რომელიც ერთმანეთისაგან ვერ არჩევს მოქმედებათა შორის განსხვავებას 

და ყველა მოქმედებას ასრულებს 1/k ალბათობით გარემოს რეაქციებისაგან 

დამოუკიდებლად. 

        განვიხილოთ მარტივი მაგალითი მიზანშეწონილი ქცევის ავტომატისა.      

ავტომატს აქვს ორი    და    მდგომარეობა და ორი მოქმედება:         ,    

     . ავტომატი მოგების სიგნალის მოსვლისას ინარჩუნებს იგივე მდგომარეობას, 
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ხოლო წაგების სიგნალის მოსვლისას ცვლის მდგომარეობას მეორე მდგომარეობით. 

მდგომარეობათა მატრიცებს აქვთ შემდეგი სახე : 

‖       ‖  (
  
  

)        ‖       ‖  (
  
  

). 

         მდგომარეობათა გრაფს ექნება შემდეგი სახე 

 

           ვთქვათ ავტომატი მოთავსებულია           გარემოში. ავაგოთ (3)-ის 

საშუალებით მდგომარეობებს შორის გადასვლის მატრიცა 

  (
    

    
)     

    

 
    

    

 
          

და ამოვხსნათ      მატრიცული განტოლება ფინალური (სტაციონალური) 

ალბათობების მოსაძებნად, სადაც               

               (
    
    

) 

განტოლებებიდან მივიღებთ 

{

            

            

                  
 

სადაც         წარმოადგენს ნორმირების პირობას. ამ სისტემის ამოხსნა გვაძლევს 

   
  

     
    

  

     
  . 

      მოგების მათემატიკური ლოდინისთვის მივიღებთ   (ამ შემთხვევაში        

     ). 

 (      )  
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      ადვილი შესამჩნევია, რომ   (      )  
 

 
             . ე ი         

ავტომატის ქცევა მიზანშეწონილია სტაციონალურ შემთხვევით გარემოში. 

 

 

 

სიმეტრიული ავტომატების ასიმპტოტურად  

ოპტიმალური მიმდევრობები 

 

        როგორც ვნახეთ, ავტომატის მოგების მათემატიკური ლოდინი          

სტაციონალურ                 შემთხვევით გარემოში არ აღემატება      

                 სიდიდეს. ბუნებრივია რომ წამოიჭრება საკითხი ისეთი 

ავტომატების არსებობის, რომელთათვისაც   სიდიდე უახლოვება     .  

      ვუწოდოთ              ავტომატების მიმდევრობას ასიმპტოტურად-

ოპტიმალური,თუ 

 

   
   

                                                                

      ავტომატი, რომელიც ეკუთვნის ასიმპტოტურად-ოპტიმალურ მიმდევრობას, 

მეხსიერების    ნომრის საკმარისად დიდი მნიშვნელობისათვის თითქმის 

ყოველთვის იმ მოქმედებას შეასრულებს, რომელთათვისაც მოგების ალბათობა 

უდიდესია. 

 

ავტომატების ქცევა შედგენილ გარემოში 

 

          სტაციოალური შემთხვეითი გარემოს           სიდიდეების აპრიორული 

მნიშვნელობების ცოდნა უაზროს ხდის ავტომატის აგებას, რომელიც თავის 

მდგომარეობაზე დამოკიდებულებით შეასრულებდა სხვადასხვა მოქმედებებს. ამ 

შემთხვევაში შეიძლება ავაგოთ ავტომატი მხოლოდ ერთი მდგომარეობით და ერთი 
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მოქმედებით (რომელიც შეესაბამება      ), რომელიც უზრუნველყოფს მაქსიმალურ 

მიზანშეწონილობას. 

           სტაციონალური შემთხვევითი გარემოსათვის სტაციონალური (ფინალური) 

პროცესის დამყარების ხანგძლივობა არ თამაშობს მნიშვნელოვან როლს, რადგან 

სტაციონალურ გარემოში ფუნქციონირების დროს ვთვლით შემოუსაზღვრელს. 

             განვილოთ ახლა ავტომატების ფუნქციონირება გარემოში, რომლის 

თვისებებიც იცვლებიან შემთხვევითი სახით. მაშინ, რომ ვიცოდეთ კიდევაც გარემოს 

მახასიათებელი სიდიდეები, შეუძლებელი იქნება ერთი მოქმედების მქონე 

ავტომატის აგება, რომელიც იქნებოდა მიზანშეწონილი ქცევის. ამ შემთხვევაში 

მნისვნელოვან როლს თამაშობს სტაციონალური რეჟიმის დამყარების დრო - ასეთ 

გარემოში ავტომატი განუწყვეტლივ უნდა ცვლიდეს თავის «დასწავლებადობას« და 

ასეთი «დასწავლებადობის« დროის გახანგძლივება ამცირებს ავტომატის 

მიზანშეწონილ ქცევას. თუ სტაციონალურ შემთხვევით გარემოში ავტომატის 

მეხსიერების ზრდა იწვევს მიზანშეწონილობის ზრდას, გადართვად ანუ შედგენილ 

გარემოში ასეთი დამოკიდებულება უკვე აღარ გვაქვს. გადართვად (შედგენილ) 

გარემოში არსებობს მეხსიერების სასრული ოპტიმალური მნიშვნელობა   , 

რომლისთვისაც მოგების მათემატიკური ლოდინი მაქსიმალურია. 

         ვთქვათ შედგენილი გარემო                           შედგება                        

სტაციონალური გარემოსაგან, რომელთა შორის გადართვა ხდება   ||   ||      

         გადასვლის ალბათობების მატრიცით.      მდგომარეობა შეესაბამება      

    
      

        
      სტაციონალურ შემთხვევით გარემოს. 

      ვიტყვით, რომ    ავტომატი იმყოფება K შედგენილ გარემოში, თუ დროის 

ყოველ მომენტში ის იმყოფება ერთ-ერთ                 გარემოში. თუ დროის   

მომენტში ავტომატი იმყოფება                 გარემოში, მაშინ     მომენტში ის 

იქნება       გარემოში    ალბათობით. 

        ავღნიშნოთ   
                                სიმბოლოთი ისეთი 

მდგომარეობა ავტომატი - შედგენილი გარემო სისტემისა, რომლის დროსაც 

ავტომატი იმყოფება     მდგომარეობაში, ხოლო შედგენილი გარემო       

მდგომარეობაში. მაშინ     
      

 ალბათობა სისტემის   
   მდგომარეობიდან   

   
 

მდგომარეობაში გადასვლისა გამოისახება ფორმულით 

   
      

 [   

              

           ]                   
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ხოლო K შედგენილ გარემოში ავტომატის მოგების          მათემატიკური ლოდინი 

გამოითვლება ფორმულით 

        ∑ ∑   
   

  
   

 

   

 

   

                       

 ამ გამოსახულებაში   
   

აღნიშნავს სისტემის ისეთ მდგომარეობათა ფინალური 

ალბათობების ჯამს, როდესაც ავტომატი ასრულებს     მოქმედებას, ხოლო გარემო 

იმყოფება      მდგომარეობაში. 

 უმარტივეს შემთხვევაში, როცა     

  ‖
    

    
‖    

 

 
 , 

 სადაც δ წარმოადგენს შედგენილი გარემოს მდგომარეობებს შორის გადართვის 

საშუალო სიხშირეს. როგორც Δ-ს გამოსახულებიდან ჩანს, თუ δ>1/2, მაშინ ძალიან 

სწრაფად მოხდება მდგომარეობების (შემთხვევითი გარემოებების) ცვლილება და 

ავტომატი ვერ მოასწრებს ასეთ გარემოებში ადაპტირებას. 

 

 

ზოგიერთი რეკურენტული ხდომილობა და 

 მისი ავტომატური მოდელი 

 

       ალბათობის თეორიიდან განვიხილოთ ზოგიერთი რეკურენტული 

ხდომილობა და ავაგოთ მათი შესაბამისი ავტომატების კონსტრუქციები. 

 1. ავტომატის ე.წ. წრფივი ტაქტიკის კონსტრუქცია, რომლის 

ფუნქციონირებისას       გამოიყენება შემთხვევითი ხეტიალის თეორია. 
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    როგორც ვხედავთ, წრფივი ტაქტიკის        ავტომატს გააჩნია     რაოდენობის 

შიგა მდგომარეობა და შეუძლია შეასრულოს ორი განსხვავებული  

   და     მოქმედება. თუ ავტომატი იმყოფება მარცხენა სხივის ნებისმიერ 

მდგომარეობაში, მაშინ ავტომატის გამოსასვლელი სიგნალია     ხოლო თუ  

ავტომატი იმყოფება მარჯვენა სხივის ნებისმიერ მდგომარეობაში, მაშინ ავტომატის 

გამოსასვლელი სიგნალია   . ავღნიშნოთ     
                          სიდიდით 

ავტომატის მდგომარეობათა ფინალური ალბათობები. ვიგულისხმოთ, რომ მარცხენა 

სხივის მდგომარეობათა ფინალური ალბათობებია  
  , ხოლო მარჯვენა სხივის 

მდგომარეობათა ფინალური ალბათობებია   
 . ფინალური ალბათობების 

გამოსათვლელად მივიღებთ შემდეგ განტოლებათა სისტემას: 

 

  
      

        
                            

      
        

   

 

    
      

        
                         

      
        

   

 

 ..................................................     ................................................. 

  
        

        
                          

        
        

   

 

  .................................................     .................................................            

  
      

      
                               

      
      

   

 

  
      

      
                                

      
      

     

 

 და ნორმირების პირობას: 

  

  
      

    
      

   . 
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          სისტემის თითოეული სვეტის განტოლებათა ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი 

სახით 

  
      

      
      

     

         და     საკუთარი რიცხვების მოსაძებნად მივიღებთ შემდეგ მახასიათებელ 

განტოლებას: 

    
                    . 

 ამ განტოლებიდან 

 

  
   

   
   

     
   

 
  

  
      

   
 

  

  
    , 

 ხოლო      
   ალბათობები ვეძებოთ 

 

  
      

               
      

       

 

სახით.     
   და    

 – თვის განტოლებებიდან დავრწმუნდებით, რომ        , ხოლო  

  
    და    

 – თვის განტოლებებიდან გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობა 

 

         .                         (10) 

 

  გამოვთვალოთ ახლა ჯამები 

 

   ∑   
   

     ∑   
    

      
  
   

     
, 

 

   ∑   
   

     ∑   
    

      
  
   

     
. 

 

    ნორმირების         პირობიდან და (10) ტოლობიდან ვიპოვით       

კოეფიციენტებს, ხოლო (4)-ე ფორმულის გამოყენებით ვიპოვით მოგების   (       )   

მათემატიკურ ლოდინს            ავტომატისათვის    გარემოში 

 

 (       )  

    
  
 

  
    

 

     
 

  
  
 

  
    

 

     

 

  
 

  
    

 

     
 

 

  
 

  
    

 

     

. 
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 შევნიშნოთ, რომ            არის   – ის მიმართ ზრდადი ფუნქცია  და როცა 

                                                                    . 

   ეს თანაფარდობა ნიშნავს, რომ        ავტომატი მეხსიერების საკმაო 

მნიშვნელობისათვის ყოველთვის იმ მოქმედებას შეასრულებს, რომლისათვისაც 

მოგება მაქსიმალურია. 

 

 

 2.  ან პირველივე წარუმატებლობა, ან   –სიგრძის წარუმატებლობათა სერია. ამ 

შემთხვევაში შესაბამის გრაფს ექნება შემდეგი სახე 

 
 ფინალური ალბათობების გამოსათვლელად გვექნება განტოლებათა სისტემა: 

 

  
       

      
      

                             
       

      
      

    

 

    
      

                         
      

   

 

 ..................................................     ................................................. 

  
        

                          
        

   

 

  .................................................     .................................................            

  
      

                               
      

   

 

  
      

      
                                

      
      

      

 

და   ნორმირების პირობას: 

  
      

    
      

   . 
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      ამ განტოლებათა სისტემის ამოხსნა საბოლოოდ გვაძლევს 

   
  
 

  
    

  ,       
  
 

  
    

  . 

       შესაბამისად,         ავტომატისათვის 

 (       )  
    

      
 

  
    

  

       ცხადია, რომ როცა      , მაშინ 

                              .  

 

         მაშასადამე,          ავტომატი ასიმპტოტურად ოპტიმალურია. 

      ადვილი საჩვენებელია, რომ აღნიშნული კონსტრუქციის ავტომატის ქცევა 

მიზანშეწონილია  C         გარემოში. 

 

ავტომატების კოლექტიური ქცევა 

 

         ავტომატების კოლექტიური ქცევა წარმოიშობა მათი ზემოქმედებით 

ერთმანეთზე. ჩვენ განვიხილოთ ისეთი მარტივი შემთხვევა, როდესაც ავტომატების 

კონსტრუქციაში არ არის არავითარი აპრიორული ცნობა გარემოს ან სხვა 

ავტომატების შესახებ. ინფორმაცია, მიღებული უმარტივესი ავტომატების მიერ, 

შემოიფარგლება მხოლოდ მოგების ან წაგების შესახებ ინფორმაციით, რომლებიც 

მოჰყვა ამა თუ იმ მოქმედების შესრულებას. ამიტომ უმარტივესი ავტომატების 

კოლექტიური ქცევის მოცემის ხელსაყრელი ხერხია თამაშთა თეორიის ენა. მაგრამ 

ავტომატების კოლექტიური ქცევის მოდელები არსებითად განსხვავდებიან 

მოდელებისაგან, რომლებიც მიღებულია თამაშთა თეორიაში. თამაშთა თეორიაში 

მიღებულია ვიგულისხმოთ, რომ გადახდის ფუნქციის მნიშვნელობა მოთამაშეებს 

ეცნობებათ წინასწარ. ამ აპრიორული ინფორმაციის გამოყენებით და სხვადასხვა 

გამოსათვლელი ტექნიკის 

       ავტომატების კოლექტიური ქცევის მოდელები (ავტომატების თამაშები) ასეთ 

აპრიორულ ინფორმაციას არ ფლობენ და სტრატეგია გამომუშავდება თვით თამაშის 

მსვლელობისას. 



 
 

83 
 

       ყოველი პარტიის შემდეგ ავტომატი ღებულობს ინფორმაციას მოგების ან 

წაგების შესახებ და ამის გათვალისწინებით ირჩევს სტრატეგიას თამაშის მომდევო 

პარტიაში. ამავე დროს ავტომატი არ ღებულობს ინფორმაციას არც თავისი 

პარტნიორების მოქმედებების შესახებ, არც იმ სტრატეგიების შესახებ, რომლებსაც 

ფლობენ მისი პარტნიორები, არც პარტნიორების რაოდენობის შესახებ. 

       მოცემული ავტომატისათვის თამაშის დანარჩენი მონაწილის როლი 

დაიყვანება მეტნაკლებად რთული შემთხვევითი გარემოს წარმოქმნაზე, რომელშიც 

მოცემული ავტომატი უნდა ფლობდეს მიზანშეწონილ ქცევას. ამიტომ თამაშის 

მონაწილე ავტომატების კონსტრუქციები ისე უნდა აირჩეს, რომ ეს კოსტრუქციები 

უზრუნველყოფდეს მიზანშეწონილ ქცევას უმარტივეს თამაშში _ თამაში ერთი 

მონაწილით (თამაში გარემოსთან), ე.ი. სტაციონალურ შემთხვევით გარემოში. 

      აღმოჩნდა, რომ მთელ რიგ თამაშებში, როგორიცაა მაგალითად, ორი პირის 

თამაში ნულოვანი ჯამით, გურის თამაში, თამაში წრეზე და სხვა, მეხსიერების 

საკმარისი მნიშვნელობების შემთხვევაში ავტომატების ქცევა არაფრით 

განსხვავდებოდა ადამიანის ქცევისაგან, რომელთაც ამოცანის პირობები წინასწარ 

იცოდნენ და თავიანთი მოქმედებების შესახებ წინასწარ შეეძლოთ 

შეთანხმებულიყვნენ.  

 

ავტომატების თამაშები 

 

   განვიხილოთ          ავტომატების კოლექტიური ქცევა (თამაში). 

იგულისხმება, რომ თითოეული ავტომატი მოცემულია თავისი გადასვლის 

მატრიცით და (1), (2) განტოლებებით. ვთქვათ                               

შესაბამისად არის დროის   მომენტში     ავტომატისათვის შემავალი ცვლადის, 

გამომავალი ცვლადის და მდგომარეობების მნიშვნელობები. ვიგულისხმოთ, რომ 

შემავალი        ცვლადი ღებულობს ორ          და           მნიშვნელობას, 

რომელიც შეესაბამება დროის   მომენტში    ავტომატის ერთეულოვან მოგებასა და 

ერთეულოვან წაგებას. გამომავალი       ცვლადი ღებულობს მნიშვნელობებს 

  
        

 
  სიმრავლიდან. ამ მნიშვნელობებს ვუწოდოთ   ავტომატის სტრატეგია და 

ვიტყვით, რომ დროის ტ მომენტში    ავტომატი იყენებს თავის α- ურ სტრატეგიას, 

თუ         
 
.       ცვლადის მნიშვნელობებს ვუწოდოთ    ავტომატის 
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მდგომარეობები, ხოლო    რიცხვს მისი მეხსიერება. ცხადია, რომ      .  

მოცემულად ჩავთვალოთ ასევე            ავტომატების მდგომარეობათა 

|   
 

      | ,                       
           

მატრიცა. 

 აღვწეროთ ახლა ავტომატების თამაშები. დროის   მომენტში გათამაშებული  

     პარტია ვუწოდოთ დროის    მომენტში          
 ავტომატების მიერ 

გამოყენებულ                        სტრატეგიათა ერთობლიობას.  ვუწოდოთ  

    მომენტში ავტომატების ერთეულოვანი 

       (                 )   

მოგებებისა და წაგებების მნიშვნელობებს        პარტიის         შედეგი. 

         ვიტყვით, რომ მოცემულია           
  ავტომატების  Г თამაში, თუ ყოველი 

      პარტიისათვის მოცემულია მისი          შედეგის          ალბათობა. 

∑        
 

 

ტოლობას ადგილი აქვს ნებისმიერი   - ისათვის. 

              მაშასადამე,           ავტომატების  Г თამაში შედგება                

პარტიათა  მიმდევრობისაგან, რომელთა       )   შედეგი განისაზღვრება   

 (           )  ალბათობებით.         სიდიდეთა სისტემა, რომლებიც 

განსაზღვრავენ ავტომატების Г თამაშს, იძლევა   პიროვნებათა    თამაშს 

გაგებულს თამაშთა თეორიის ჩვეულებრივი აზრით. გადახდის                   

ფუნქციებს, რომლებიც იძლევა    თამაშს, აქვთ   -ური მოთამაშის მიერ    

სტრატეგიის გსმოყენებისას მოგების მათემატიკური ლოდინის აზრი და 

ცალსახად განისაზღვრებიან შემდეგი ფორმულით: 

      ∑ [ (                        )                            ]

          

         

    

          პიროვნების     თამაშს ვუწოდოთ ავტომატების  Г თამაშის 

ეკვივალენტური თამაში. შევნიშნოთ, რომ Г^* თამაშის მოცემა ცალსახად არ 

განსაზღვრავს ავტომატების  Г თამაშს. მართლაც,    
 თამაში მოიცემა     

რაოდენობის         ფუნქციებით, ხოლო ავტომატების  Г თამაში კი თითოეული    

პარტიისათვის მოიცემა       რაოდენობის          ალბათობებით. 
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            ავტომატების  Г თამაშს ვუწოდოთ თამაში დამოუკიდებელი შედეგებით, 

თუ 

                     ∏         
     ,  

სადაც 

                                      . 

       ნებისმიერი   
 თამაში საშუალებას იძლევა ცალსახად აიგოს ავტომატების  

თამაში დამოუკიდებელი შედეგებით; ამ დროს 

  (    )  
 

 
       

  

       

          ვიტყვით, რომ            ავტომატების სისტემა, რომელიც მონაწილეობს Г 

თამაშში, იმყოფება                 მდგომარეობაში, თუ დროის   მომენტში    

ავტომატი იმყოფება          
                         მდგომარეობაში. 

          შეიძლება იმის ჩვენება, რომ ეს სისტემა აღიწერება მარკოვის სასრული 

ჯაჭვით. თუ ეს ჯაჭვი ერგოდულია, მაშინ ავტომატების თამაშებს ვუწოდოთ 

ერგოდული. ამ შემთხვევაში არსებობს ფინალური           ალბათობები Г თამაშში 

მონაწილე    

        

 ავტომატების სისტემის α=(        ) მდგომარეობისა. 

სისტემის ამ მდგომარეობას შეესაბამება მოთამაშე ავტომატების 

φ_(α_1)^1,….,φ_(α_ν)^ν მდგომარეობები და     

           
 სტრატეგიები. მაშინ     

ავტომატის მოგების     მათემატიკური ლოდინი განისაზღვრება ფორმულით 

   ∑           
       

     

          

  ,             

             ამ ფორმულაში       არის   - ური მოთამაშის გადახდის ფუნქცია ν 

პიროვნების ეკვივალენტურ   
  თამაშში.   

  სიდიდეს ვუწოდოთ Г  თამაშის ფასი    

ავტომატისათვის. 

             ავღნიშნოთ       - ით Г  თამაშის   პარტიის ფინალური ალბათობები. 

ვთქვათ      
  

          
   და ვთქვათ      მოთამაშე ავტომატების სისტემის ყველა 

მდგომარეობათა ისეთი სიმრავლეა, რომლებშიდაც           
 ავტომატები 

შესაბამისად იყენებენ     

          
  სტრატეგიებს. მაშინ 

     ∑   
       , 

   ∑        
    . 
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            ადვილი დასანახავია, რომ როცა       ავტომატების თამაშები დაიყვანება 

სტაციონარულ შემთხვევით გარემოში ქცევაზე. 

            ავტომატების კილექტიური ქცევის ასეთი მოდელი იყენებს თამაშთა თეორიის 

ენას. მაგრამ აქ განსაზღვრული ავტომატების თამაშები და ამ თამაშებში მათი ქცევის 

მეთოდები მნიშვნელოვნად განსხვავდებიან იმ აზრისაგან, რომელიც მიღებულია 

თამაშთა თეორიაში. 

            მართლაც, თამაშთა თეორიაში იგულისხმება, რომ გადახდის ფუნქციათა 

სისტემა, რომელიც განსაზღვრავს თამაშს, წინასწარ ეცნობება მის მონაწილეებს. 

მოთამაშემ ეს ინფორმაცია უნდა გამოიყენოს იმისათვის, რომ განსაზღვროს თავისი 

სტრატეგია (ჩვეულებრივ შერეული), რომელიც თამაშის შემდგომი მსვლელობისას 

აღარ შეიცვლება. სტრატეგიის არჩევისას შესაძლებელია ნებისმიერი გამომთვლელი 

საშუალების გამოყენება. 

            ავტომატების თამაშები კი განისაზღვრება არა მარტო გადახდის ფუნქციათა 

სისტემის მოცემით, არამედ მოთამაშე ავტომატების კონსტრუქციითაც. ავტომატები, 

რომლებიც მონაწილეობენ თამაშში, თამაშის შესახებ აპრიორულ ინფორმაციას არ 

ფლობენ. თამაშში მონაწილე თითოეული ავტომატის მოქმედება განისაზღვრება 

თვით თამაშის მსვლელობისას მისი მოგებითა და წაგებით.  

           მოთამაშე ავტომატების კონსტრუქციათა არჩევისას მოითხოვება, რომ მათი 

ქცევა იყოს მიზანშეწონილი უმარტივეს თამაშში – გარემოსთან თამაშში. 

          განვიხილოთ ასეთი მაგალითი, რომელიც არ არის ერგოდული, მაგრამ იგი 

გვიჩვენებს თამაშში მონაწილე ავტომატების ქცევის ძირითად ხასიათს. 

          ვთქვათ თამაშში მონაწილეობს ოთხი წრფივი ტაქტიკის ავტომატი: 

 

        ,                                 

           ამ ავტომატებს შესაბამისად აქვთ 2, 3, 4 და 10 სტრატეგია, ამავე დროს 

                                                           . 

          მოგების შემთხვევაში თითოეული ეს ავტომატი განაგრძობს იგივე სტრატეგიის 

გამოყენებას, ხოლო წაგებისას მას ცვლის მომდევნოთი (ბოლო სტრატეგია იცვლება 

პირველით). 

 

         თამაშის პირობები შემდეგში მდგომარეობს: თითოეული 

                                 პარტიისათვის 
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1        1      1       1        1           4          1       -1        -1        -1 

2        1      2       2         2           7         1         1        -1        -1  

3        1      2       3         3          9          1          1         1        -1 

4        1      2       3        4         10          1           1        1        -1   

5      1      2      3       5         11          1           1          1        -1    

6      1      2      3       6          12         1           1          1        -1 

7      1      2      3       7          13        -1           1          1        -1 

8      2      2      3       8          15        -1           1           1        1 

9      1      2      3       8          14        -1           1           1        1  

10     2     2      3       8          15        -1           1            1       1  

როგორც ვხედავთ, მეერვე პარტიიდან დაწყებული ყველა ავტომატი,   - ის 

გარდა, იწყებენ მოგებას და აღარ ცვლიან თავიანთ სტრატეგიას.    ავტომატი კი 

იწყებს წაგებას და ციკლურად ცვლის თავის სტრატეგიას. 

 

 

თამაშების  ავტომატური მოდელირება 

 

ბუნებრივ პირობებში ცხოველებზე დაკვირვებისას შეიძლება გაგიჩნდეთ აზრი, 

რომ ისინიც ადამიანებივით ინტელექტით არიან დაჯილდოებულნი, ამდენად 

მიზანმიმართული და გონიერია მათი ქცევა. მაგალითად, ნანადირევით 

დაბრუნებული მელია, შვილების დაპურების შემდეგ, მორჩენილ საკვებს მიწაში 

მარხავს შავი დღისთვის. მაგრამ ერთ დღეს მელიას არ უმართლებს: იგი ზოოპარკში 

ხვდება. მას აღარ ჭირდება საკვებზე ზრუნვა, მას ზოოპარკის თანამშრომლები 

კვებავენ. მელიას ქცევა უცვლელი რჩება: იგი კვლავ ”მალავს” საკვებს: ბეტონის 

იატაკზე ”თხრის” ”ორმოს”. ბუნებრივ პირობებში გამართლებული ქცევა სხვა 

რეალობაში ყოველგვარ გონიერებას მოკლებული ჩანს. 

ასეთ ვიწროდ სპეციალიზერებულ მოქმედებებს, რომლებიც მჭიდროდ არიან 

დაკავშირებული ტიპიურ სიტუაციებთან გარემომცველ სამყაროში, ეწოდება 
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საწყისი 

 ს
აკ

ვე
ბი

 საკვები
 

Pმარც Pმარჯ 

სურ.1. 

რეფლექსები. რეფლექსები მეტად მრავალფეროვანია. ჩვენთვის მნიშვნელოვანია ის 

რეფლექსები, რომლებიც ეხმარება ცოცხალ ორგანიზმს შეეგუოს საცხოვრებელი 

გარემოს პირობებს. 

ზოოფსიქოლოგები ხშირად სპეციალურად შექმილ გარემოში აკვირდებიან 

ცოცხალი ორგანიზმების ქცევათა ცვლილებებს გარემოს პირობების ცვალებადობის 

შესაბამისად. ყველაზე მარტივი ხელოვნური გარემოა T-ფორმის ლაბირინთი. 

განვიხილოთ ტორნდაიკის ექსპერიმენტი. დერეფნის ბოლოში იმყოფება მშიერი 

ვირთხა. განტოტების ორივე მხარეს მოთავსებულია საკვები. ვირთხამ უნდა 

გააკეთოს ალტერნატიული არჩევანი მარცხენა და მარჯვენა დერეფნებს შორის, 

მაგრამ ორივე მხარეს მას ელის სიურპრიზი უსიამოვნო გამღიზიანებელი 

ელექტროდენის სახით. ეს გაღიზიანებები მოქმედებენ ფიქსირებული  Pმარც და Pმარჯ 

ალბათობით. ექსპერიმენტში მონაწილეობას იღებდნენ სხვა ცხოველებიც, ცვლიდნენ 

ლაბირინთის ფორმასაც, მაგრამ ექსპერიმენტის ძირითადი ხარისხობრივი შედეგი 

უცვლელი რჩებოდა: სწავლების მეტ-ნაკლებად ხანგრძლივი პერიოდის შემდეგ 

ცხოველი სწორად აფასებდა სხვაობას Pმარც და  Pმარჯ მნიშვნელობებს შორის და 

იღებდა სწორ გადაწყვეტილებას მარშრუტთან დაკავშირებით. თუ ამ Pმარც და  Pმარჯ 

მნიშვნელობებს შორის განსხვავება უმნიშვნელო იყო, მოძრაობის მიმართულების 

არჩევისას რაიმე უპირატესობა არ აღინიშნებოდა. 

თითქოს და მათემატიკოსებს უნდა მიექციათ ყურადღება საინტერესო 

ფაქტებისათვის, მაგრამ იმ დროს (XX ს. დას.) მათემატიკასა და ზოოფსიქოლოგიას 

შორის ალიანსი ვერ შედგა. მათემატიკოსებმა ვერ შეამჩნიეს ტორნდაიკის ცდები, 

ხოლო ფსიქოლოგები მეტად შორს იყვნენ მათემატიკისგან. მხოლოდ 50 წლის შემდეგ 

შეხედეს ცხოველთა ქცევებს სხვა კუთხით. 
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XX საუკუნის 60-იან წლებში საბჭოთა მეცნიერი მიხეილ ცეტლინი ახდენს 

ტორნდაიკის ეფექტის მოდელირებას. მისმა შრომამ სათავე დაუდო ახალ სამეცნიერო 

თეორიას - კოლექტიური ქცევისა და მართვის თეორიას. 

ამ თეორიას საფუძვლად უდევს ცეტლინის მიერ გამოთქმული სიმარტივის 

ჰიპოთეზა. მისი არსი შემდგომშია: ნებისმიერი საკმაოდ რთული ქმედება 

წარმოადგენს მარტივი ქცევითი აქტების ერთობლიობას. მათი ერთობლივი 

რეალიზაცია და უმარტივესი ურთიერთქმედება შედეგად იძლევა მეტად რთულ 

ქმედით პროცესებს. აქედან წარმოიშვა იდეა, რომ რთულ გარემოში მარტივი ”პატარა 

მხეცუნიების” ერთობლივი ფუნქციონირება უზრუნველყოფს მთელი კოლექტივის 

მყარ არსებობას. კოლექტივი შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც რაიმე 

”ზეორგანიზმი”. მაგ.: ადამიანის სხეულის უჯრედები, ფუტკრები სკაში, 

ჭიანჭველები ჭიანჭველების ბუდეში და ა.შ. 

სურათზე განხილულია ტორნდაიკის სქემის ოდნავ შეცვლილი ვარიანტი. 

მხეცუნა გარემოდან იღებს სიგნალებს, 

რომლებიც აფასებენ მის წინა ქცევებს. 

სიგნალები ორი სახისაა: წახალისება 

(არაჯარიმა) და დასჯა (ჯარიმა). მხეცუნას 

აქვს მოქმედების არჩევანი რაღაც მოცემული 

კრებულიდან D={d1, d2, d3, …, dn}. 

მოქმედებათა შეფასება ხდება გარემოს მიერ 

(მათ ავღნიშნავთ 1 და 0). ერთი გარემო 

მეორისგან განსხვავდება შეფასებათა 

გამომუშავებით. თუ რაიმე დროის 

მონაკვეთში di მოქმედებაზე Pi შეფასების 

ალბათობა რჩება უცვლელი, ასეთ გარემოს სტაციონარული ეწოდება. 

სტაციონარული გარემოს განსაზღვრისათვის საკმარისია მოცემული იყოს ვექტორი 

E=(P1, P2, …, Pn). 

დავუბრუნდეთ ვირთხას. აქ საქმე გვაქვს E=(Pმარც,Pმარჯ) სახის სტაციონარულ 

გარემოსთან.  E ვექტორის კომპონენტები ახასიათებენ ვირთხის მიერ მარცხენა ან 

მარჯვენა დერეფნის არჩევისას  დასჯის (ელექტროშოკის) ალბათობას. 

ვთქვათ Pმარჯ=0.9, ხოლო Pმარც=0.4. ვირთხისათვის თავიდანვე ცნობილი რომ 

იყოს ეს ალბათობები, იგი, რა თქმა უნდა, ყოველთვის მარცხენა დერეფნისკენ 

წავიდოდა. ტორნდაიკის ცდების არსი სწორედ ამაში მდგომარეობდა: სწავლების 

პროცესში ჩამოეყალიბებინათ ვირთხისათვის ზუსტად ეს პრიორიტეტი. დავამატოთ 

ტორნდაიკის ლაბირინთს თანაბარი ალბათობით ხსნადი კარებები. ამ დროს ვირთხას 

მხეცუნა 

გარემო 

ქმედება 

ქმედების 

შეფასება 

სურ.2. 
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არ აქვს საშუალება აირჩიოს მოძრაობის მარშრუტი, მის მაგივრად გადაწყვეტილებას 

შემთხვევითი თანაბარალბათობითი არჩევის მექანიზმი იღებს, ანუ ვირთხა მიდის იმ 

მხარეს, საითაც იხსნება კარები. ამ შემთვევაში ვირთხის მიერ მიღებული ჯარიმის 

ჯამური მნიშვნელობაა M=0.50.9+0.50.4=0.65. ვირთხის ქვევა ჩაითვლება 

მიზანშეწონილად, თუ მისი ჯარიმის ჯამური მნიშვნელობა 0.65-ზე ნაკლები იქნება, 

ხოლო ქცევა საუკეთესო იქნება, თუ ჯარიმა იქნება მინიმალური (მხოლოდ მარცხენა 

დერეფნის არჩევისას). ამ დროს M=00.9+10.4=0.4. 

ცეტლინმა დაისახა ამოცანა: ააგოს ისეთი ტექნიკური მოწყობილობა, რომელიც 

ჩვენი ცხოველის ანალოგიურად მოიქცეოდა. ანუ ნებისმიერ უცხო სტაციონარულ 

გარემოში უზრუნველყოფილი იყოს მიზანშეწონილი ქცევა. 

ასეთი ტიპის 

პირველი კონსტრუქციაა 

წრფივი ტაქტიკის 

ავტომატი. ”გვირილის” 

ფურცლების რაოდენობა 

შეესაბამება ავტომატის 

შესაძლო ქმედებათა 

რაოდენობას. 

სიმარტივისათვის, ჩვენს 

შემთხვევაში, ეს 

რაოდენობა 3-ია. ყოველ 

ფურცელში 

გამოყოფილია 

ავტომატის 4 მყარი 

მდგომარეობა, ყოველ 

მათგანში მოწყობილობა გარემოში აგზავნის ამ ფოთლის შესაბამის სიგნალს. გარემო 

კი იძლევა ამ ქმედების შეფასების სიგნალს. ამის შესაბამისად ხდება ავტომატის მიერ 

მდგომარეობის ცვლა. როგორც ვთქვათ, სიგნალები ორგვარია. ”წახალისების” 

სიგნალის მიღებისას ხდება მდგომარეობის ცვლილება უწყვეტი ისრების 

მიმართულებით, ანუ ავტომატი მიიწევს ფოთლის გარეთა კიდისაკენ, ხოლო ბოლო 

მდგომარეობაში მოხვედრისას რჩება მასში. თუ მოდის სიგნალი ”ჯარიმა”, 

მდგომარეობა იცვლება პუნქტირული ისრების მიმართულებით, ანუ ავტომატი 

ინაცვლებს ფოთლის სიღრმეში, ხოლო რაღაც მომენტში იმავე სიგნალის მოქმედებით 

გადადის სხვა ფოთოლზე. ფოთლების ცვლა ხდება მიმდევრობით. ვთქვათ, გარემოს 

1 1 
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სურ.3. 

მოქმედება d2 
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მახასიათებელი ვექტორია E=(0.9; 0.0001; 0.8). საწყის მომენტში ავტომატი არის 

პირველი ფოთლის 2 პოზიციაზე. იგი ასრულებს  d1 მოქმედებას. ამ 

მოქმედებისათვის გარემო 0.9 ალბათობით დააჯარიმებს მას და მხოლოდ 0.1 

ალბათობით წაახალისებს. მაშინ მოწყობილობა 0.9 ალბათობით გადაინაცვლებს 

იმავე ფოთლის 1 პოზიციაზე და 0.1 ალბათობით  გადავა იმავე ფოთლის 3 

პოზოციაზე. ნებისმიერ შემთხვევაში ის რჩება პირველ ფოთოლზე, ე.ი. ასრულებს d1 

მოქმედებას, და გარემო იმავე ალბათობით აფასებს მის ქმედებას: 0/9 - ჯარიმა; 0.1 

წახალისება. ორი მიმდევრული ქმედებისას ჯარიმის მიღების ალბათობაა 0.90.9=0.81 

და წახალისებისა - 0.10.1=0.01. ხოლო 1 ჯარიმის და 1 წახალისების - 

0.90.1+0.10.9=0.18. ეს ნიშნავს, რომ ორი ქმედების შემდეგ ჩვენი მოწყობილობა 

ა) 0.01 ალბათობით აღმოჩნდება იმავე ფოთლის 4 პოზიციაზე; 

ბ) 0.18 ალბათობით დარჩეება იმავე პოზიციაზე; 

გ) 0.81 ალბათობით გადავა III ფოთოლზე (შეასრულებს მოქმედება d3). 

მოქმედებათა რიცხვის გაზრდით სურათი არ შეიცვლება. I ფოთლის დატოვების 

ალბათობა მუდამ იზრდება, ხოლო მასში დარჩენის ალბათობა მცირდება. 

რა მოხდება III ფოთლის 1 პოზიციაზე გადასვლისას? მოქმედებისას გარემო 0.8 

ალბათობით დააჯარიმებს მოწყობილობას და იგი გადავა II ფოთლის 1 პოზიციაზე,  

0.2 ალბათობით წაახალისებს გადავიდეს III ფოთლის 2 პოზიციაზე. მაგრამ, როგორც 

წინა შემთხვევაში, ქმედებათა რიცხვის გაზრდასთან ერთად მცირდება ამავე 

ფოთოლში დარჩენის ალბათობა და ავტომატი ბოლოს მაინც დატოვებს ფოთოლს და 

გადავა II  ფოთოლზე. აქ სურათი სხვაგვარია. d2 ქმედებისათვის ჯარიმის მიღების 

ალბათობა მეტად მცირეა, ამიტომ დიდია ალბათობა, რომ ავტომატი მიაღწევს 

ფოთლის ბოლო მდგომარეობას და თითქმის აღარ დატოვებს მას. სხვა ფოთლებზე 

გადასვლის ალბათობა მეტისმეტად მცირეა. ეს ნიშნავს, რომ ცხოველის ქცევის 

იმიტატორი ავტომატი სწავლების რაღაც პერიოდის შემდეგ თითქმის ყოველთვის 

მოიქცევა მიზანშეწონილად; თუ ის მაინც დატოვებს d2  ქმედების შესაბამის 

მდგომარეობას, რაღაც პერიოდის შემდეგ ისევ დაუბრუნდება მას. ეს გამოიწვევს 

ჯარიმების დაგროვებას, რაც არ მოხდებოდა ყოველთვის d2  ქმედების 

შესრულებისას. 

ჩვენს შემთხვევაში ყოველ ფოთოლს 4 მდგომარეობა აქვს, ეს თავისუფალი 

არჩევანია. შეიძლება იყოს არა 4, არამედ მეტი ან ნაკლები მდგომარეობა. ავღნიშნოთ 

ეს რიცხვი n–ით. მას ეწოდება ავტომატის მეხსიერების სიღრმე. იგი გულისხმობს, რომ 

რაც მეტია n, მით ინერციულია ავტომატი, მით მეტი ჯარიმაა საჭირო მოქმედების 
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ცვლილებისათვის. ინტუიციურად ნათელია, რომ რაც მეტია ავტომატის 

ინერციულობა, მით ახლოსაა იგი იმასთან, რომ აირჩევს რა მოცემულ გარემოში 

საუკეთესო მოქმედებას, აკეთოს მხოლოდ იგი. ნათელია, რომ n-ის ზრდისას 

სტაციონარულ გარემოში იზრდება ავტომატის ქცევის მიზანშეწონილობა, ხოლო n-ს 

დაბალი მნიშვნელობისას ავტომატი ადვილად ექვემდებარება “ჯარიმა” სიგნალის 

ზემოქმედებას, იცვლის პოზიციებს და ხვდება არახელსაყრელ ფურცლებზე. 

გამოდის, რომ თუ n, M(q,E)M  სადაც M  - არის მინიმალური ჯამური ჯარიმა, 

რომლის მიღწევაც შესაძლოა მოცემულ სტაციონარულ გარემოში. ეს ფანტასტიურია! 

წრფივ ტაქტიკის ავტომატი აკურატული და პედანტურია. იგი აუჩქარებლად 

მოძრაობს ფოთლების მდგომარეობებზე, ითვლის რა მიღებულ ჯარიმებსა და 

წახალისებებს. მაგრან 

არის სხვაგვარი 

ავტომატებიც. კრინსკიმ 

შემოგვთავაზა 

“მიმნდობი” ავტომატი 

(უწყვეტი ხაზები). მას 

ყოველთვის სჯერა 

საუკეთესოსი. პირველი 

წახალისების მიღებისას 

“ეიფორიაში” ვარდება: 

მიუხედავად იმისა, 

რომელ პოზიციაზეა 

წახალისების მიღებისას, 

იგი ნახტომისებურად 

გადადის ყველაზე ღრმა 

პოზიციაზე. ერთი 

შეხედვით, ეს ტაქტიკა 

ავტომატისათვის არახელსაყრელი უნდა იყოს, მაგრამ ავტომატების სამყარო 

ორიგინალური და უცნაურია. მკაცრად დადასტურებულია, რომ კრინსკის 

ავტომატები ნებისმიერ სტაციონარულ გარემოში იქცევიან მიზანშეწონილად, ხოლო 

n-ის მნიშვნელობის ზრდისას ქმნიან ოპტიმალურ მიმდევრობას. 

რობინსის ავტომატები “მინდობებისაგან” განსხვავებით, ფოთლიდან 

ფოთოლზე გადასვლისას გადადიან არა ფოთლის საწყის პოზიციაზე, არამედ მის 

საბოლოო მდგომარეობაზე (პუნქტირი). ისინიც მეტად მიზანშეწონილნი არიან 

ნებისმიერ სტაციონარულ გარემოში და n-ის ზრდისას ქმნიან ავტომატების 
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ოპტიმალურ მიმდევრობას. გამოდის, რომ ნებისმიერი ხერხი, რაც ზრდის ავტომატის 

ინერციულობას, აუმჯობესებს გარემოში მისი ფუნქციონირების ხარისხს. 

განვიხილოთ კრილოვის “ფრთხილი” ავტომატიც. იგი გავს სურ.3-ზე განხილულ 

ავტომატს. წახალისებისას იგი ისევე იქცევა, როგორც ნაჩვენებია სურ.3-ზე, ხოლო 

ჯარიმისას იგი არ ჩქარობს მდგომარეობის შეცვლას, თითქოს “მონეტას აგდებს”, 

საბოლოოდ ან მიყვება პუნქტირს, ან რჩება იმავე პოზიციაზე. 

საინტერესოა რამდენად ჰგავს ეს მოდელები იმ მოდელებს, რომლებიც 

საფუძვლად უდევს ქცევით აქტებს ტორნდაიკის ცდებში ან ადამიანისათვის 

დამახასიათებელ ალტერნატიულ არჩევანს სიტუაციებში. 

ალექსეევმა, ზალკინმა და კუშნარევმა ჩაატარეს ექსპერიმენტების სერია 

ადამიანებთან. იზოლირებულ ოთახში ცდის პირი აჭერს ორი ღილაკიდან ერთ-ერთს. 

ყურსადარში ესმის ტკაცუნი – ეს წახალისებაა, თუ არა – ჯარიმა. ცდის პირის მიზანია 

– მაქსიმალური წახალისების მიღება. ღილაკის სწორი არჩევით როგორ იქცეოდნენ 

ადამიანები? უმარტივეს შემთხვევაში, როცა ერთ-ერთი ღილაკის დაჭერის ტკაცუნის 

ალბათობა ერთეულის ტოლია, ხოლო მეორე ღილაკის დაჭერისას, შესაბამისად, 0-ის 

ტოლი, ადამიანები სწრაფად ერკვეოდნენ სიტუაციაში და აჭერდნენ მხოლოდ იმ 

ღილაკს, რომელიც უზრუნველყოფდა 100%-იან წარმატებას. უფრო რთულ 

შემთხვევებში ცდის პირის ქცევა არც ისე მარტივი აღმოჩნდა. მაგ.: მოცემულია 

სტაციონარული გარემო ვექტორით E=(0.2; 0.8). მოსალოდნელი იყო, რომ სწავლების 

რაღაც პერიოდის შემდეგ ცდის პირს დაეჭირა ყოველთვის პირველი ღილაკისთვის 

(აქ ტკაცუნის გაგების ალბათობაა 0.8, რადგან ჯარიმის ალბათობაა – 0.2). ამის 

მაგივრად ადამიანი აჭერდა ხან ერთ, ხან მეორე ღილაკს. ზედა ხაზი – პირველი 

ღილაკის, ქვედა ხაზი – მეორე ღილაკის დაჭერა. შავი რგოლი – ტკაცუნი; ღია ფერის – 

ჯარიმა. ცდის პირი სწორად თვლის, რომ უნდა დააჭიროს პირველ ღილაკს, მაგრამ ის 

პერიოდულად მაინც ცვლის ღილაკს. ამ დროს ჯარიმის მიღებისას იგი უბრუნდება 

პირველ ღილაკს. 
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ადარებდნენ რა ადამიანისა და ხაზოვანი ტაქტიკის ავტომატების ქცევას, 

ავტორები მივიდნენ დასკვნამდე, რომ ადამიანები ჰგვანან მეხსიერების მცირე 

სიღრმის (n=1,2,3) მქონე ავტომატებს. ანუ, ადამიანები უარესად ხსნიან 

ალტერნატიული არჩევანის ამოცანებს (განსაკუთრებით Pi მცირედ განსხვავებული 

მნიშვნელობისას), ვიდრე წრფივი ტაქტიკის ავტომატები; არას ვამბობთ ჩვენს მიერ 

განხილულ სხვა ავტომატებზე. 

ყველა ამ შემთხვევაში ჩვენ განვიხილავდით სტაციონარულ გარემოს – გაყინულ, 

უცვლელ სამყაროს. ეს მხოლოდ ექსპერიმენტშია შესაძლებელი. სინამდვილეში 

ყველა ცხოველი არსებობს მუდმივად ცვალებად გარემოში და, რა თქმა უნდა, 

გადარჩენა ამ დინამიურ სამყაროში ბევრად უფრო რთულია, ვიდრე გაყინულ 

სტაციონარულ სამყაროსთან ადაპტაცია. მით უმეტეს, რომ გარემოს პარამეტრების 

ცვალებადობის კანონები ყოველთვის სხვადასხვაა. მათი ჩამოთვლაც კი 

შეუძლებელია. სიმარტივისათვის განვიხილოთ დინამიური გარემო, როგორც k 

რაოდენობის სტაციონარული გარემოების ერთობლივობა. წარმოვიდგინოთ, რომ ეს 

სტაციონარული გარემოები კინოფილმის კადრებივით იცვლება. 

კომუტატორი, თითქოსდა, აერთებს მხეცუნას ამა თუ იმ სტაციონარულ 

გარემოსთან. ამ სტაციონარული გარემოების მახასიათებლები, ისევე  როგორც 

კომუტატორის კანონები, ავტომატისათვის წინასწარ უცნობია. ასე რომ ავტომატს 

უწევს არა მარტო Pi
m განსაზღვრა, სადაც ზედა ინდექსი Em გარემოს მახასიათებელია, 

არამედ კომუტატორის მიერ ამ გარემოს ცვლის კანონზომიერების დადგენა. 

ვთქვათ, კომუტატორი რთავს სტაციონარულ გარემოებს რაღაც kk ცხრილის 

(მატრიცის) საფუძველზე. i სტრიქონის და j სვეტის გადაკვეთაზე მდგომი Pij 

ელემენტი არის ალბათობა, რომ კომუტატორი Ei გარემოს მერე ჩართავს Ej გარემოს. 

ელემენტი Pij იძლევა ალბათობას, რომ ავტომატი მეორე ნაბიჯზეც დარჩება იმავე 

გარემოში, რაც წინა ნაბიჯზე. ასეთ დინამიურ გარემოს, გადამრთველს უწოდებენ. 

სტაციონარული გარემოსათვის ჩვენ დავადგინეთ ცხოველის (ავტომატის) 

ოპტიმალური ქცევის პოსტულატები. ვნახოთ დარჩებიან თუ არა ისინი ჭეშმარიტნი 

გადამრთველი გარემოს შემთხვევაში. 

გავიხსენოთ ზღაპარი “ივანუშკა-სულელის” შესახებ. იგი ხვდება საქორწილო 

პროცესიას და იწყებს ტირილს. გაბრაზებული მაყრები სცემენ მას. ნაცემი ივანუშკა 

ხვდება დაკრძალვის პროცესიას და, “ჭკუანასწავლი”, იწყებს სიცილს. რა თქმა უნდა, 

მას ისევ სცემენ. თუკი ქორწილის და დაკრძალვის პროცესიები მკაცრად 

მონაცვლეობენ, ხოლო ივანუშკა-სულელს აქვს მეხსიერების ერთეულოვანი სიღრმე, 

ის ყოველთვის გალახული აღმოჩნდება, რამეთუ ის მოქმედებს კომუტატორის 
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საწინააღმდეგოდ. კომუტატორი ასეთი მკაცრი კანონზომიერებით რომ არ ახდენდეს 

გარემოების ცვლას, ივანუშკას ხანდახან მაინც გაუმართლებდა. ივანუშკა ძალიან 

ჰგავს მეხსიერების მცირე სიღრმის მქონე ავტომატს. მას არ გააჩნია ინერციულობა, 

რომელიც ასე შველოდათ ავტომატებს სტაციონარულ გარემოში. მაგრამ მართლები 

ვიქნებით თუ ჩავთვლით, რომ ინერციულობის გაზრდა დინამიურ გარემოშიც 

დადებით შედეგს მოგვცემს? ექსპერიმენტებით დადგინდა, რომ ეს ასე არ არის. 

აღმოჩნდა, რომ δ–ს თითოეული მნიშვნელობისათვის (სადაც δ არის გარემოს ცვლის 

ალბათობა), არსებობს საკუთარი ოპტიმალური მეხსიერების სიღრმე, რომლის 

დროსაც წრფივი ტაქტიკის ავტომატი მიიღებს ჯარიმის მინიმალურ ჯამურ 

რაოდენობას. 

აღმოჩნდა, რომ ჩვენს მიერ განხილული ავტომატები (წრფივი ტაქტიკის) 

დინამიურ გარემოში არ არიან საუკეთესონი. ერთადერთი გამოსავალია ისეთი 

მოქნილი კონსტრუქციის გამოყენება, რომელსაც შეუძლია შეიცვალოს იმ 

სამყაროსთან ერთად, სადაც ის ფუნქციონირებს. ასეთ კონსტრუქციათა შორის 

ყველაზე ცნობილია ცეტლინის ერთ-ერთი მოსწავლის მიერ შექმნილი ცვალებადი 

სტრუქტურის ავტომატი. ეს ავტომატი ფუნქციონირებს, როგორც მეხსიერების 

ოპტიმალური სიღრმის მქონე წრფივი ტაქტიკის ავტომატი. ექსპერიმენტის 

განმავლობაში იგი თვითონ პოულობს მეხსიერების ოპტიმალურ სიღრმეს, რომლის 

დროსაც იღებს ჯარიმის მინიმალურ ჯამურ რაოდენობას. ეს შესანიშნავია, რადგან 

nოპტ მნიშვნელობის აპრიორული განსაზღვრა ანალიტიკურად შეუძლებელია, იგი 

უნდა აირჩეს გარემოში ფუნქციონირების პროცესში, ამის უნარი კი წრფივი ტაქტიკის 

ავტომატებს არა აქვთ. 

აღსანიშნავია ამ ავტომატის კიდევ ერთი საინტერესო თვისება: იგი მუდამ 

ცდილობს თავი აარიდოს ჯარიმას და მოხვდეს მისთვის ხელსაყრელი მოქმედების 

არეში. ე.ი. უმეტესად იღებს წახალისებას და ნაკლებად დასჯას. 

ჩვენ შევადარეთ სტაციონარულ გარემოში ავტომატებისა და ადამიანების მიერ 

ნაჩვენები ალტერნატიული არჩევანის შედეგები. ანალოგიური ექსპერიმენტები 

ჩატარებულ იქნა გადამრთველი გარემოს შემთხვევაშიც. დასკვნა პარადოქსული 

აღმოჩნდა: საშუალოდ ადამიანი უკეთესად ადაპტირდება გადამრთველ გარემოში, 

ვიდრე სტაციონარულში. ადამიანის ფსიქიკისათვის დამახასიათებელი 

ცვალებადობა, რაც მავნე იყო მისთვის სტაციონარულ გარემოში, ხელსაყრელი 

აღმოჩნდა დინამიურ სამყაროში. აქ მისი მაჩვენებელი მხოლოდ 1%-ით ჩამორჩება 

ამავე გარემოში მეხსიერების ოპტიმალური სიღრმის მქონე წრფივი ტაქტიკის 

ავტომატის მაჩვენებელს. 
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ავტომატების განვითარების გზაზე შემდეგი საფეხური იყო ისეთი ავტომატების 

შექმნა, სადაც “მხეცუნას” ექნებოდა გარემო პირობების მართვის ან მასთან შეგუების 

უნარი, რათა მიეღწია “სიცოცხლის” მაქსიმალური ხანგრძლივობისათვის. ეს 

მოდელები შეიქმნა პრინციპით “დევნილი-მდევარი”. აქ მდევარის ნაბიჯი 

განაპირობებს დევნილის ნაბიჯს. დევნილის ამოცანაა გადარჩეს, ხოლო მდევრისა– 

გაანადგუროს მსხვერპლი. ეს მოდელი მიიღებს ალბათური ავტომატის სახეს გარემოს 

ცვლის უნარით. მისი თავისებურება იმაში მდგომარეობს, რომ ყველა გარემოში არის 

არანულოვანი ალბათობა აღმოჩნდეს ისეთ მდგომარეობაში, სადაც ავტომატი 

იღუპება. გარემოს გადართვა ავტომატს შესაძლებლობას აძლევს მაქსიმალურად 

გაზარდოს გადარჩენის ალბათობა. თუმცა ზოგადად გადართვების ოპტიმალური 

თანმიმდევრობა არც ისე ტრივიალურია. ჩვენ არ მოვიყვანთ ანალიზურ გარჩევას, რაც 

საფუძვლად უდევს ოპტიმალური გადართვების პროცედურის აგებას, მხოლოდ 

ავღნიშნავთ, რომ ასეთი პროცედურა არსებობს და ის საშუალებას აძლევს ალბათური 

ტიპის ავტომატს იპოვოს გარემოთა გადართვების ოპტიმალური ხერხი. გარემოთა 

გადამრთველი ავტომატის სიცოცხლის დრო ერთნახევარჯერ მეტია მის სიცოცხლეზე 

პასიურ რეჟიმში. 

ჩვენ განვიხილეთ მხეცუნიების კონსტრუქციები, რომლებიც საკმაოდ მეტად 

გამარტივებულად აღწერდნენ  ურთიერთქმედებებს, მეტად ღარიბი იყო შეფასებათა 

სიგნალების არსენალი, მწირი იყო ადაპტირებისათვის გამოყენებული ინფორმაცია 

სურ.7. 

k-ური 

ავტომატი 

პირველი 

ავტომატი 

მეორე 

ავტომატი 

მესამე 

ავტომატი 

გ ა რ ე მ ო 
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და ა.შ. ჩვენი მიზანი იყო გვეჩვენებინა, რომ სტრუქტურისა და ქცევის შესახებ 

ინფორმაციის თითქმის არარსებობის პირობებშიც კი ავტომატურ ქვესისტემებს აქვთ 

უნარი მიაღწიონ მათთვის დასახულ მიზანს. ჩვენთვის საინტერესოა, ასეთი 

მოწყობილობებისგან შემდგარი კოლექტივის ქცევა. საინტერესოა მათი 

ურთიერთქმედება, მათი ორგანიზაცია საზოგადოებად, საერთო მიზნების მიღწევის 

უნარი, ფუნქციებისა და რესურსების გადანაწილება და სხვ. 

განვიხილოთ შემდეგი კონცეპტუალური სქემა. აქ წარმოდგენილია k 

ავტომატების კოლექტიური ურთიერთქმედება გარემოსთან. თითოეული მათგანი 

დამოუკიდებლად მოქმედებს, კოლექტივის სხვა წევრების არც მოქმედებაზე და არც 

არსებობაზე წარმოდგენა არ აქვს. მისთვის ისინი გარემოს ნაწილებად აღიქმებიან. თუ 

ურთიერთობის რაღაც ტაქტში ავტომატები აფიქსირებენ თავიანთ მოქმედებებს, 

გარემო აღიქვამს ამას როგორც კომბინირებულ (di1
(1), di2

(2), …, dik
(k))  ზემოქმედებას , 

სადაც ზედა ინდექსი ავტომატის ნომერია, ხოლო ქვედა – მის მიერ არჩეული 

მოქმედება. გარემოს შეუძლია მისცეს შეფასება როგორც: ა) ყველა ავტომატის 

ქმედების საფუძველზე; ბ) მხოლოდ მოცემული ავტომატის ქმედების საფუძველზე. 

მეორე შემთხვევაში კოლექტივი იშლება და კოლექტიური ქმედების მაგივრად 

ვიღებთ k ურთიერთდამოუკიდებელ, ინდივიდუალურ ქმედებებს. ეს უკანასკნელი 

შემთხვევა ჩვენ არ გვაინტერესებს. ხოლო პირველ შემთხვევაში გარემოს შეუძლია 

არეგულიროს ავტომატების ერთობლივი ქმედება, რაც ჩვენთვის საინტერესოა. 

აგრეთვე განვიხილავთ კოლექტიური ქმედების მოდელებს, სადაც გარემოს გარდა 

ავტომატები ერთმანეთში ურთიერთქმედებენ. 

განვიხილოთ სიტუაცია – თამაში k პირის მონაწილეობით. თამაშის მონაწილეთა 

მიზანია: რაც შეიძლება დიდი პირადი მოგება. თამაში არის აგრეთვე ალტერნატივები 

(სტრატეგიები), რომელთა არჩევასაც ახდენს თითოეული მოთამაშე. 

ალტერნატივების რაოდენობა შეიძლება აჭარბებდეს მოთამაშეთა რაოდენობას. 

თითოეული ალტერნატივა – სტრატეგია ხასიათდება რაღაც რიცხვით. ვუწოდოთ მას 

ამ სტრატეგიის სიმძლავრე. უმარტივეს მოდელში იგი არ არის დამოკიდებული მასში 

მოთამაშე პირების რაოდენობაზე და იყოფა მათ შორის თანაბრად. ეს ნიშნავს, რომ თუ 

ერთი სტრატეგიის არჩევისას ერთ მოთამაშეს შეუძლია მოიპოვოს 100 ქულა, იგივე 

სტრატეგიის ორი მოთამაშის მიერ არჩევისას თითოეული მიიღებს 50-50 ქულას. 

ეს მდგომარეობა ყოველთვის გამართლებული არ არის. უფრო ბუნებრივია 

ვივარაუდოთ, რომ საერთო შემოსავალი ალტერნატიული უბნიდან გაიზრდება 

მოთამაშეთა რაოდენობის გაზრდისას, თუმცა შემცირდება თითოეულის წილი. მაგ.: 

რაც უფრო მეტი ხალხი მონაწილეობს სოკოს კრეფაში ტყის გარკვეულ მონაკვეთზე, 

მით ნაკლები სოკო შეხვდება თითოეულს. მეორე მხრივ, სოკოს საერთო რაოდენობა 
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უეჭველად გადააჭარბებს მხოლოდ ერთი ადამიანის მიერ შეგროვილ სოკოს 

რაოდენობას. 

განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, გვყავს 10 მოთამაშე და სტრატეგიათა 

(ნაკვეთების) რიცხვი აღემატება მოთამაშეთა რაოდენობას. ჩავთვალოთ, რომ 

პირველი ნაკვეთის სიმძლავრეა 100 ლარი თვეში, ხოლო დანარჩენი ნაკვეთების – 40-

40 ლარი. დავუშვათ, რომ ორი ყველაზე მოხერხებული მოთამაშე დაიკავებს პირველ 

ნაკვეთს და მიიღებს 50-50 ლარს თვეში თითოეული, მაშინ როცა დანარჩენი 8 

მოთამაშე, განაწილებულნი თითო-თითოდ დანარჩენ  ნაკვეთებზე, მიიღებენ 40-40 

ლარს. ამ სიტუაციაში არავისთვის არ არის ხელსაყრელი თავისი ნაკვეთის შეცვლა. 

მართლაც, აზრად არავის მოუვა, მეორე პირად მივიდეს 40 ლარიანი შემოსავლის 

ნაკვეთზე, როცა არსებობს ასეთი სიმძლავრის ნაკვეთების საკმარისი რაოდენობა. 

ასევე არახელსაყრელია გადასვლა ნაკვეთიდან 40 ლარიანი შემოსავლით 100 ლარიანი 

შემოსავლის ნაკვეთზე მესამე პირად, რადგან თუ იქ უკვე არსებულ ორ მოთამაშეს 

მესამეც შეუერთდება, თითოეულის შემოსავალი დაიკლებს 331/3 ლარამდე. 

გადასვლა 100 ლარიანი შემოსავლის ნაკვეთიდან 40 ლარიანი შემოსავლის ნაკვეთზე, 

ასევე გაუმართლებელია. აქედან გამომდინარე, ჩვენ მაგალითში, როცა “მდიდარ” 

ნაკვეთზე ფუნქციონირებს ორი ადამიანი, ხოლო დანარჩენი მოთამაშეები სათითაოდ 

განლაგებულნი არიან უფრო “ღარიბ” ნაკვეთებზე, წარმოიშობა მყარი სიტუაცია – არც 

ერთი მოთამაშისათვის არ არის ხელსაყრელი მარტომ შეიცვალოს ნაკვეთი. ასეთ 

სიტუაციას თამაშების თეორიაში, ნეშის წონასწორობის სიტუაცია ეწოდება. ნეშის 

წონასწორობის სიტუაციის აღსანიშნავად გამოვიყენებთ ტერმინს – ნეშის წერტილი. 

მოთამაშეებისათვის დიდი მნიშვნელობა აქვს როგორც გადანაწილდება 

მდიდარი და ღარიბი ნაკვეთები, მაგრამ გარე დამკვირვებლისათვის ამას არანაირი 

მნიშვნელობა არ აქვს. ყველა სიტუაცია, როცა ორი ადამიანი ფლობს მდიდარ ნაკვეთს, 

ხოლო სხვები სათითაოდ არიან გადანაწილებულნი ღარიბ ნაკვეთებზე, ნეშის 

წერტილს წარმოადგენს. გასაგებია, რომ თამაშში შეიძლება იყოს ბევრი ნეშის 

წერტილი. დავთვალოთ ჩვენი მაგალითისათვის: ვთქვათ, გვაქვს 1 მდიდარი და 12 

ღარიბი ნაკვეთი. მაშინ არსებობს მოთამაშეთა 45 სხვადასხვა წყვილი, რომელთაც 

შეუძლიათ დაიკავონ მდიდარი ნაკვეთი; 8 ღარიბი ნაკვეთის არჩევის 495 ხერხი და 

40320 ხერხი,  რომლითაც 8 მოთამაშე შეიძლება განაწილდეს ამ ნაკვეთებზე. თუ ამ 

რიცხვებს ერთმანეთზე გადავამრავლებთ, მივიღებთ მოცემულ თამაშში ნეშის 

წერტილების ექვივალენტურ რიცხვს – 898128000. ყველა მათ ახასიათებთ 

ერთიდაიგივე ჯამური შემოსავალი და თითოეული მოთამაშის საშუალო 

შემოსავალი. ამ უკანასკნელს ეწოდება ნეშის წერტილის (პარტიის) ფასი. 
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მივაქციოთ ყურადღება იმ გარემოებას, რომ აღნიშნულ სიტუაციაში ჯამური 

შემოსავალი და პარტიის ფასი არ არის შესაძლებლად მაქსიმალური. შესაძლებელია 

მათი გაზრდა. ნეშის წერტილში ჯამური შემოსავალი ტოლია 100+8.40=420 ლარის, 

ხოლო ნეშის პარტიის ფასი 42 ლარია. თუ მდიდარ უბანზე დავტოვებთ მხოლოდ ერთ 

მოთამაშეს, მეორე მოთამაშეს მოუწევს გადასვლა თავისუფალ 40 ლარიან ნაკვეთზე, 

მაშინ ჯამური შემოსავალი გაიზრდება 40 ლარით, ხოლო თითოეული მოთამაშის 

საშუალო შემოსავალი გახდება 46 ლარი. ნეშის წერტილში ორი მოთამაშე იღებდა 50 

ლარს, დანარჩენი მოთამაშეები კი – 40-40 ლარს. თუ მოთამაშეები შეთანხმდებიან, 

ორი მოთამაშის შემოსავალი შემცირდება 4 ლარით, დანარჩენი 8-ის გაიზრდება 6 

ლარით. ეს მდგომარეობა, რეალურად, მდგრადი არ არის. შეთანხმების რა 

შესაძლებლობები არსებობს? 

განვიხილოთ იგივე ორი მოთამაშე. ერთი არის 100 ლარიან ნაკვეთზე, მეორე – 40 

ლარიანზე. ჯამური შემოსავალი 140 ლარია. იგი მაქსიმალურია, მაგრამ სიტუაცია 

მყარი არ არის, შეთანხმების დარღვევის სტიმული აქვს მეორე მოთამაშეს – თუ ის 

შეიჭრება პირველ ნაკვეთზე, მისი პირადი შემოსავალი გაიზრდება 50 ლარამდე და 

იმავე თანხამდე შემცირდება პირველი მოთამაშის შემოსავალი. ეს მდგომარეობა 

სტაბილურია, მაგრამ ჯამური შემოსავალი შემცირდა 40 ლარით. არსებობს 

მაქსიმალური ჯამური შემოსავლის შენარჩუნების სამი ხერხი: 1) პირველი მოთამაშე 

უხდის მეორეს 10 ლარს. მისი შემოსავალი რჩება 90 ლარი, მეორის გახდება 50 ლარი. 

მართალია, მეორე მოთამაშემ იცის, რომ შეთანხმების გარეშეც იგი მეტს ვერ მიიღებს, 

მაგრამ შეიძლება მაინც შეშურდეს პირველის მეტი შემოსავალი. 2) მოთამაშეებს 

შეუძლიათ პერიოდულად გაცვალონ ნაკვეთები, რაც საშუალოდ მოუტანთ 70-70 ლარ 

შემოსავალს. ურთიერთნდობის არარსებობის პირობებში ეს ვარიანტი 

გამოუსადეგარია. 3) მათ შეუძლიათ მთელი შემოსავალი ტოლად გადაინაწილონ – 

შემოდის საერთო სალაროს ცნება. 

კარგად ჩანს, რომ საერთო სალაროს შემთხვევაში სიტუაცია მაქსიმალური 

ჯამური შემოსავლით მყარია ნეშის მიხედვით. იგივე მდგომარეობა მოთამაშეთა 

ნებისმიერი რაოდენობისათვის. 

ჩვენ განვიხილეთ თამაშის პირობები, რომელსაც შემდგომში ვუწოდებთ 

განლაგების თამაშს, და განვიხილეთ აქ წარმოქმნილი მდგრადი სიტუაციები. 

დავინახეთ, რომ მოთამაშეთა შემოსავალი დამოკიდებულია მათ ქცევაზე, ანუ 

სტრატეგიის ცვლაზე. ამას კი, თავის მხრივ, განაპირობებს მიმდინარე შემოსავლის 

აგება. როგორც უკვე ვქვით, ჩვენი მოთამაშეები მიისწრაფვიან პირადი 

გამდიდრებისაკენ და მათ მიერ სტრატეგიის ცვლის ერთადერთი კრიტერიუმი 

შემოსავლის გაზრდაა. ასეთი მოთამაშის მოდელი შეიძლება იყოს მოწყობილობა, 
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რომელიც მიისწრაფვის ოპტიმალურ მოგებისკენ. ასეთი იყო ჩვენს მიერ განხილული 

შემთხვევით გარემოში მიზანშეწონილად მოქმედი ავტომატები. მათ თამაშში 

შემოსაყვანად საჭიროა თამაშის პირობების მცირედ შეცვლა. ჩვენს თამაშში არჩეული 

სტრატეგიიდან გამომდინარე, მოთამაშეები იღებენ სხვადასხვა შემოსავალს, 

ავტომატები კი არჩეულ სტრატეგიაზე – ერთიდაიგივე მოგებას ან წაგებას, მხოლოდ 

სხვადასხვა ალბათობით. თამაშის წესების ასეთი შეცვლა შესაძლებელია. 

თითოეული თამაშისათვის, სადაც მოცემულია სტრატეგიის სიმძლავრე მოგება-

წაგების აბსოლუტური მნიშვნელობებით, შესაძლებელია აიგოს ექვივალენტური 

თამაში, სადაც მოგება-წაგებას აქვს ფიქსირებული მნიშვნელობა, მაგრამ ყველა 

შემთხვევაში განისაზღვრება არჩეული სტრატეგიის დამახასიათებელი ალბათობით. 

შემთხვევით გარემოში მიზანშეწონილად მოქმედი ავტომატების 

მახასიათებლად შემოტანილი გვაქვს მეხსიერების სიღრმე. ჩვენ მოდელში 

ავტომატების მეხსიერების სიღრმე შეესაბამება მოთამაშეების მიერ მიმდინარე 

ვითარების შეფასების უნარს – მათ ინტელექტუალურ დონეს. 

ამ თამაშში მიზანშეწონილი ავტომატების ქცევის ანალიზი გვიჩვენებს, რომ 

მეხსიერების სიღრმის 

ზრდასთან ერთად იზრდება 

თამაშში მისი ქცევის 

მიზანშეწონილობა. ანუ, 

მეხსიერების სიღრმის ზრდისას 

იზრდება თამაშში ავტომატის 

საშუალო მოგება, მიისწრაფის 

რა ნეშის პარტიის ფასისაკენ. 

უკვე ვთქვით, რომ ნეშის 

პარტიის საშუალო მოგება 

განსხვავდება თამაშში 

მაქსიმალური  შესაძლო 

მოგებისაგან. ასევე ვნახეთ, რომ 

საერთო სალაროს შემოტანით 

მაქსიმალური ფასის პარტია გახდა მდგრადი ნეშის მიხედვით. ნეშის მიხედვით 

მდგრადი მაქსიმალური ფასის პარტიას ეწოდება მორის წერტილი, ანუ მორის 

პარტია. სურ.8-ის მიხედვით, ავტომატების საშუალო მოგების დამოკიდებულება 

მათი მეხსიერების სიღრმეზე თითქმის იგივეა, მხოლოდ მორის პარტიის ფასი უფრო 

მაღალია, ვიდრე ნეშის. ყურადღებას იპყრობს შემდეგი გარემოება: საერთო სალაროს 

პროცედურა მომგებიანი ხდება მხოლოდ სირთულის რაღაც დონიდან. როცა 

ავტომატების მეხსიერების სიღრმე 

საშუალო მოგება 

სურ.8. 

ნეშის პარტიის ფასი 

მორის პარტიის ფასი 
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მეხსიერების სიღრმე კრიტიკულზე დაბალია, საერთო სალაროს შემთხვევაში მათი 

მოგება ნაკლებია, ვიდრე სალაროს გარეშე. 

ყოველივე ზემოთქმულიდან შეიძლება გაკეთდეს დასკვნა: ჩვენს მარტივ 

მოდელზეც კარგად ჩანს, რომ საერთო კრიტერიუმებით მუშაობა მომგებიანია 

მხოლოდ მაშინ, როცა გადაწყვეტილებათა მიღების ლოკალური საშუალებები 

საკმაოდ განვითარებულია. წინააღმდეგ შემთხვევაში, ჯამური ეფექტიდან 

გამომდინარე, უფრო ხელსაყრელია, როცა თითოეული მოთამაშე ორიენტირებულია 

მხოლოდ თავის ლოკალურ კრიტერიუმზე და ისწრაფვის შემოსავლის გაზრდისაკენ. 

“განლაგების თამაშის” მოდელზე საუბრისას უნდა აღინიშნოს, რომ სისტემას 

ახასიათებს გარკვეული საიმედოობა – ერთ-ერთი მოთამაშის თამაშიდან გასვლისას 

დანარჩენი მოთამაშეები ისე გადანაწილდებიან, რომ გამონთავისუფლებული რჩება 

ყველა ნაკლები სიმძლავრის სტრატეგია. 

ეხლა გავართულოთ ჩვენი მოდელი: შემოვიტანოთ სტრატეგიის სიმძლავრის 

დამოკიდებულება მასში მოთამაშეთა რიცხვზე. ყოველი სტრატეგიის ჯამურ 

შემოსავალს გააჩნია რაღაც ზღვრული მნიშვნელობა. ეს ნიშნავს, რომ მოთამაშეთა 

რიცხვის ზრდასთან ერთად, დაწყებული რაღაც რიცხვიდან, თითოეული მოთამაშის 

წილი იწყებს კლებას და ისწრაფის ნულისაკენ. 

აღსანიშნავია, რომ მოდელი მით უფრო საინტერესოა, რაც უფრო ნაკლები 

პარამეტრით განისაზღვრება. შევეცადოთ გამოვრიცხოთ ისეთი პარამეტრი, როგორიც 

არის მოთამაშეთა რიცხვი. შემოვიტანოთ სტრატეგიის საერთო შემოსავლის 

დამოკიდებულება არა ამ სტრატეგიაში მოთამაშეთა რიცხვზე, არამედ იმაზე, თუ 

მოთამაშეთა საერთო რაოდენობის რა წილს შეადგენენ ისინი. 

განვიხილოთ შემთხვევა ორი სტრატეგიით. მაშინ თამაში მოიცემა ორი 

ფუნქციით: 1) პირველი– სტრატეგიის მოთამაშეთა შემოსავლის დამოკიდებულება 

მათ წილზე მოთამაშეთა საერთო რაოდენობაში; 2) მეორე– სტრატეგიის მოთამაშეთა 

შემოსავლის დამოკიდებულება მათ წილზე მოთამაშეთა საერთო რაოდენობაში. 

ადვილი მისახვედრია, რომ ორივე ფუნქცია შეიძლება წარმოვადგინოთ როგორც 

დამოკიდებულება ერთ ცვლადზე – პირველი სტრატეგიის მოთამაშეთა წილზე (ამ 

წილის მოცემით, ავტომატურად განისაზღვრება მეორე სტრატეგიის მოთამაშეთა 

წილიც – დანარჩენი მოთამაშეები). როგორც ავღნიშნეთ, ერთ სტრატეგიაში 

თითოეული მოთამაშის მოგება მცირდება ამ სტრატეგიაში მოთამაშეთა რიცხვის 

გაზრდით. მეორე მხრივ, მოთამაშის ერთი სტრატეგიიდან მეორეზე გადასვლა ზრდის 

დარჩენილი მოთამაშეების მოგებას. თუ მოთამაშეები დაინტერესებულნი არიან 

მხოლოდ ინდივიდუალური მოგებით, ეს გადასვლა-გადმოსვლის სტიმული იქნება, 

მაგრამ ყოველთვის აღმოჩნდება რაღაც a0 სიტუაცია, სადაც მოგებები ორივე 
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სტრატეგიაზე ერთნაირი იქნება. თუ ამ წერტილში ერთი მოთამაშე პირველი 

სტრატეგიიდან გადავა მეორეზე, მეორე სტრატეგიაზე მოთამაშეთა რიცხვი 

გაიზრდება და თითოეულის მოგება შემცირდება, ანუ ეს გადასვლა მოცემული 

მოთამაშისათვის არამომგებიანი იქნება. ასე რომ a0 წერტილში სტრატეგიაზე 

მოთამაშეთა გადანაწილება მდგრადია ნეშის მიხედვით. 

“გადანაწილების“ თამაშის მოდელში ავტომატების ჩართვისას ფუნქცია, 

რომელიც განსაზღვრავდა მოგების სიდიდეს, უნდა შეიცვალოს ფუნქციით, რომელიც 

განსაზღვრავს მოგება-წაგების ალბათობას და, როგორც უკვე ავღნიშნეთ, გავხადოთ 

იგი დამოკიდებული ამა თუ იმ სტრატეგიაზე მოთამაშეთა წილზე მათ საერთო 

რაოდენობაში. 

        ვთქვათ, a1 და a2 (a2=1-a1) არის პირველი და მეორე სტრატეგიებზე ავტომატების 

წილი; p1 და p2  ერთეული მოგების ალბათობა, ე.ი. (1-p1) და (1-p2) - ერთეული წაგების 

ალბათობა. განვიხილოთ მოგების დამოკიდებულება ავტომატების მეხსიერების 

სიღრმეზე. ვთქვათ, თამაშში მონაწილეობენ უმარტივესი ავტომატები, რომლებიც 

მოგებისას ინარჩუნებენ თავიანთ მოქმედებას, ხოლო წაგებისას – დაუყოვნებლივ 

ცვლიან მას. ადვილი გასაგებია, რომ ასეთი ავტომატისათვის მოქმედების ცვლის 

ალბათობა ტოლია ამ მოქმედებისას წაგების ალბათობის. ანუ დროის ყველა მომენტში 

ავტომატების რაღაც რაოდენობა დატოვებს მოცემულ სტრატეგიას, მაგრამ ნათქვამი 

ეხება ყველა სტრატეგიას, ე.ი. დროის ყველა მომენტში ავტომატების რაღაც 

რაოდენობა შემოვა მოცემულ სტრატეგიაზე. დადგება დინამიური წონასწორობის 

სიტუაცია, ანუ სიტუაცია, როცა სტრატეგიიდან გამავალი და სტრატეგიაზე 

შემომავალი ავტომატების რიცხვი ერთმანეთს გაუტოლდება: 

(1-p1)a1=(1-p2)a2 

დინამიური წონასწორობის სიტუაციას, ანტოსის წერტილი ეწოდება. 

ავტომატების მეხსიერების სიღრმის ზრდასთან ერთად მცირდება მოქმედების 

ცვლის ალბათობა, მაგრამ მოქმედების ცვლის ყველა ალბათობისთვის არსებობს 

დინამიური წონასწორობის სიტუაცია, რომელიც, როგორც ზემოთ ვთქვით, 

მიისწრაფის ნეშის წერტილისაკენ. 

თუ თამაშში შემოვიტანთ საერთო სალაროს პროცედურას, თითოეული 

მოთამაშის მოგება აღარ იქნება დამოკიდებული მის მიერ არჩეულ სტრატეგიაზე – 

ყველას მოგება ერთიანდება საერთო სალაროში და ყველა იღებს ერთნაირად. 

ამასთანავე, მოგების სიდიდე დამოკიდებულია იმაზე, თუ როგორ არიან მოთამაშეები 

განაწილებულნი სტრატეგიებზე. თამაშს ასეთი პირობებით, გურის თამაში ეწოდება. 

რადგან გურის თამაშში ყველა ავტომატის მოგება ერთნაირია, ე.ი. ყველა 
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ავტომატისათვის ერთნაირია მოქმედების ცვლის ალბათობაც. აქედან 

გამომდინარეობს, რომ ასეთი ავტომატები სტრატეგიებზე თანაბრად არიან 

გადანაწილებულნი. თითქოსდა, გურის თამაშში სიტუაცია არ უნდა შეიცვალოს მასში 

მონაწილე ავტომატების მეხსიერების სიღრმის ზრდისას – თუ ყველა ავტომატის 

მეხსიერების სიღრმე ერთნაირია, ერთნაირი იქნება მათი მოქმედების ცვლის 

ალბათობაც. მაგრამ მეხსიერების სიღრმის ზრდასთან ერთად ავტომატები იწყებენ 

მაქსიმალური მოგების მქონე სტრატეგიის არჩევას. მართალია, მეხსიერების დიდი 

სიღრმის მქონე ავტომატები აღწევენ ოპტიმალურთან შესაძლოდ ახლოს მდგომ 

მოგებას, მაგრამ მაქსიმალური ფასის პარტიაზე გასასვლელად ხარჯავენ იმდენად 

დიდ დროს, რომ ოპტიმუმის მიღწევა ხშირად უაზრო ხდება. 

აღსანიშნავია, რომ გურის თამაშში საშუალო მოგება იზრდება მეხსიერების 

სიღრმის ზრდისას და მცირდება მოთამაშეთა რაოდენობის მატებისას. 

აქამდე განხილულ მოდელებში მოთამაშე სხვა მონაწილეების ქცევის შედეგს 

აღიქვამდა, როგორც რაღაც მეტ-ნაკლებად რთულად ორგანიზებული გარემოს 

რეაქციას მის ქცევაზე. მას არ ქონდა არანაირი ინფორმაცია სხვა მონაწილეების არა 

მარტო ქცევაზე, არამედ მათ არსებობაზეც კი. როგორც დავინახეთ, უმეტეს 

შემთხვევაში არც იყო რაიმე დამატებითი ინფორმაციის აუცილებლობა, ავტომატები 

მის გარეშეც მოქმედებდნენ მიზანშეწონილად და ოპტიმალურადაც კი. ამასთან, 

დაფიქსირდა მოქმედების არც ისე სასიამოვნო მახასიათებლები – ავტომატების 

მეხსიერების სიღრმის ზრდის მოთხოვნა, ოტიმალური ქცევის მიღწევისათვის საჭირო 

დროის მეტად სწრაფი ზრდა და ა.შ. და საერთოდ, ტერმინი “კოლექტიური ქმედება” 

მცირედ შეესაბამებოდა ჩვენს მიერ აღწერილ სიტუაციებს – უფრო ზუსტად, ეს იყო 

ერთობლივი ქმედება. “კოლექტივი” გულისხმობს ურთიერთობას, ინფორმაციის 

გაცვლას კოლექტივის წევრებს შორის. 

ურთიერთქმედებითი ქცევის მოდელის აგებისას უნდა გვახსოვდეს, რომ 

მხოლოდ საკმარისად მარტივი მოდელები იძლევიან საშუალებას გავერკვეთ იმ 

ეფექტებში, რომლებიც ამ დროს წარმოიშობა ამ მოდელებში და მათ მიერ 

მოდელირებულ სიტუაციებში. ჩვენ განვიხილავთ მარტივი ურთიერთქმედების ორ 

ტიპს: 1) შემთხვევით შეწყვილებული ურთიერთქმედება და 2) ერთგვაროვანი 

ურთიერთქმედება მეზობლის შეზღუდულ რაოდენობასთან. 

შემთხვევითი შეწყვილებული ურთიერთქმედების დროს თამაშის ყოველ 

პარტიაზე შემთხვევითი წესით ხდება კოლექტივის ხელახალი დაყოფა წყვილებად, 

ისიც შემთხვევითი ხერხით, დამოუკიდებლად წინა დაყოფისგან. 

ერთგვაროვანი ურთიერთქმედება მეზობლების შეზღუდულ რაოდენობასთან 

გულისხმობს შემდეგ პირობებს: კოლექტივის თითოეული წევრისათვის 



 
 

104 
 

განისაზღვრება მისი მიდამო - მოთამაშეთა სია, რომელთაც ეწოდებათ მეზობლები 

და რომლებთანაც ურთიერთქმედებს მოცემული ავტომატი ეს ურთიერთქმედება 

შეიძლება ცალმხრივი იყოს - ავტომატი იღებს ინფორმაციას მეზობლებისგან, მაგრამ 

არა პირიქით. შეზღუდული ურთიერთქმედება ერთგვაროვანია, ყველა ავტომატის 

”მიდამოს” ზომები ერთნაირია. 

ვნახოთ ურთიერთქმედების შესაძლებლობები შემთხვევითი წყვილების 

მოდელში. მაქსიმალურად შესაძლო მოგების მისაღწევად „განლაგების“ თამაშში 

საჭირო იყო საერთო სალაროს ორგანიზება, ხოლო ყველა მომგებიან უბნებზე 

სათითაოდ განაწილებისას - ადგილების ციკლურად ცვლა. თუ ამ მოდელში 

შემოვიტანთ სტრატეგიების წყვილთა შორის შემთხვევითი გაცვლის პროცედურას, 

იგი უზრუნველყოფს თითოეული მონაწილის ყოველ მონაკვეთზე თანაბარი დროით 

ყოფნას, ანუ გაათანაბრებს ყველა მონაწილის შემოსავალს, ანუ მიღწეული იქნება 

საერთო სალაროს ექვივალენტური ეფექტი. 

თუ იგივე პირობებს შევქმნით „განაწილების“ თამაშში, დავინახავთ, რომ 

საწყისი განაწილება ნებისმიერი დროით იქნება შენარჩუნებული, რადგან წყვილთა 

შორისი გაცვლისას რამდენი მოთამაშეც დატოვებს სტრატეგიას, იმდენივე შემოვა 

მასზე. მეორე მხრივ, თუ წყვილებად დაყოფა შემთხვევითია და თანაბარი 

ალბათობის მქონე, მაშინ მოთამაშეთა საშუალო მოგება გატოლდება. ე.ი. აქაც 

ურთიერთქმედების პროცედურის ორგანიზებამ მიგვიყვანა საერთო სალაროს 

ექვივალენტურ ეფექტამდე. თუ თამაშში მონაწილე ავტომატებს აქვთ მეხსიერების 

მინიმალური სიღრმე, აღნიშნული ურთიერთქმედება არ ცვლის მათ ქცევას, ანუ 

ისინი გაითამაშებენ ანტოსის პარტიას. მეხსიერების სიღრმის ზრდასთან ერთად 

ავტომატების ქცევა უახლოვდება ქცევას თამაშში საერთო სალაროთი, ხოლო 

გათამაშებული პარტია - მორის პარტიას. როგორც გვიჩვენებს ქცევის მოდელირება ამ 

ტიპის ურთიერთქმედებისას მეხსიერების სიღრმის მქონე ავტომატებში საშუალო 

მოგება არ  ჩამოუვარდება იგივე ავტომატების მაქსიმალურ მოგებას ჩვეულებრივ 

თამაშში და თამაშში საერთო სალაროთი. 

დასკვნა: პირველი ტიპის (წყვილების) ურთიერთქმედება აუმჯობესებს თამაშში 

ავტომატების ქცევის შედეგებს, სპეციალური ცენტრალური მოწყობილობის გარეშე 

ახდენს საერთო სალაროს პროცედურის რეალიზებას, მაგრამ არ აუმჯობესებს 

კოლექტივის ქმედების დინამიკას. 

ურთიერთქმედების მეორე ტიპის დროს, ანუ სტრუქტურულ კოლექტივებში 

ყოველი მონაწილის ფუნქციონირების ეფექტურობა დამოკიდებულია პირადად მის 

და მისი უშუალო მეზობლების ქცევაზე. ასეთ თამაშში არსებობს ნეშის მიხედვით 

მდგრადი სიტუაციები, როცა თამაშის არც ერთ მინაწილეს არ აწყობს მარტომ 
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შეცვალოს მოქმედება. ზემოთ განხილული თამაშების ანალოგიურად, მთელი 

სისტემის შემოსავალი ნეშის წერტილში შორსაა შესაძლო მაქსიმუმისგან. 

მაქსიმალური პარტიის მისაღებად შეიძლება საერთო სალაროს ორგანიზება. ამ 

შემთხვევაში წარმოიშობა ცენტრალური მართვის სიძნელეები და 

დეცენტრალიზებული სისტემები უფრო მიმზიდველნი ხდებიან. ეს მდგომარეობა 

შემდეგში მდგომარეობს: ერთი მოთამაშის ქმედების შეცვლა იწვევს მხოლოდ მისი 

და მისი უახლოესი მეზობლების მოგების შეცვლას, მაგრამ არ ეხება თამაშის სხვა 

მონაწილეებს. თუ მეზობლებს შორის ჩამოვაყალიბებთ საერთო სალაროს, ერთი 

მინაწილის მოქმედების ცვლა, რომელიც იწვევს მის გარემოცვაში ჯამური მოგების 

შემცირებას, ხდება მონაწილისათვის არამომგებიანი. ამ პირობებში მაქსიმალური 

ფასის პარტია ხდება მდგრადი ნეშის მიხედვით, ანუ ხდება მორის პარტია. 

ლოკალური საერთო სალაროს ორგანიზება დაიყვანება შემოსავლის თანაბარ 

გადანაწილებაზე სამეზობლოს წევრებს შორის. ეს არ მოითხოვს რთულ 

ორგანიზაციულ ღონისძიებებს და მონაწილეთა მცირე რიცხვის გამო არ ჩრდილავს 

მიღებული შემოსავლის დამოკიდებულებას თითოეული მონაწილის ქმედებაზე. 

„განლაგების“ თამაშში კოლექტივის თითოეული მოთამაშის მოგების სიდიდე 

დამოკიდებულია არა მარტო პირადად მის ინდივიდუალურ მოქმედებაზე, არამედ 

კოლექტივის სხვა წევრების ქმედებებზეც. ამიტომ აქ სასარგებლო ხდება 

რეფლექტორული აზროვნების იმიტირება. რეფლექტორულია აზროვნება, როცა 

მოქმედი თავის თავს აყენებს სხვა ადამიანის ადგილზე და ცდილობს მისი 

პოზიციიდან მიიღოს გადაწყვეტილება. შემოვიტანოთ რეფლექსიის რანგის ცნება. 

ინდივიდს აქვს ნულოვანი რანგი, თუ მოქმედების არჩევისას ავტომატი არ 

ითვალისწინებს სხვა მოთამაშეების არსებობას და არჩევა ხდება მხოლოდ იმ 

ინფორმაციით, რომელიც გარემოსგან შემოვიდა. პირველ რანგად ჩაითვლება 

ვითარება, თუ ავტომატი ფიქრობს, რომ კოლექტივის სხვა მონაწილეებს აქვთ 

ნულოვანი რანგი და მას თვითონ შეუძლია მათ მაგივრად მოქმედების არჩევა. 

შემდეგი რანგების განსაზღვრა ანალოგიურად ხდება, ანუ ავტომატს აქვს k რანგი, თუ 

იგი ფიქრობს, რომ კოლექტივის დანარჩენ (მისთვის ცნობილ) მონაწილეებს გააჩნიათ 

რეფლექსიის k-1 რანგი და მას თვითონ შეუძლია მათ მაგივრად ჩაატაროს შესაბამისი 

მსჯელობა. 

რეფლექსიის რანგის ასეთი განსაზღვრა ხდება მხოლოდ ერთი პარამეტრით - 

არჩევანის მიმღები სისტემის ინფორმირებულობის სიდიდით. ადამიანი კი 

რეფლექსიური მსჯელობისას ეყრდნობა განსახილველი პრობლემის შესახებ მის 

ადრინდელ ცოდნას, მაგრამ რეფლექსიური მსჯელობები ესეთი გამარტივებული 

სახითაც კი ხელსაყრელია კოლექტიური ქცევის მთელ რიგ მოდელებში. 
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ვაჩვენოთ ეს მაგალითზე. არსებობს რგოლი, რომელიც n ავტომატისგან შედგება. 

ყოველ ავტომატს გააჩნია ორი მდგომარეობა - ჩართული და გამორთული. 

სიმარტივისათვის ამ მდგომარეობებს შესაბამისად 1 და 0 ავღნიშნავთ. თითოეულ 

ავტომატს აქვს ინფორმაცია საკუთარი და ორი მეზობლის მდგომარეობაზე. 

ფუნქციონირების ყოველ ტაქტზე ავტომატები იღებენ წახალისების ან დასჯის 

სიგნალებს. წახალისებისას ავტომატი ინარჩუნებს თავის მდგომარეობას, დასჯისას 

კი ცვლის მას. ავტომატის თანამოქმედება გარემოსთან რგოლში განისაზღვრება ცხრ. 

1-ით: 

 

 

მდგომარეობა დასჯის 

ალბათობა 
საკუთარი მარცხენა მეზობლის მარჯვენა მეზობელი 

0 0 0 1 

0 0 1 0.5 

0 1 0 0.5 

0 1 1 0 

1 0 0 0 

1 0 1 0.5 

1 1 0 0.5 

1 1 1 1 

ცხრ.1. 

 

თუ ავტომატი, თავისი მომდევნო მდგომარეობის არჩევისას, მხოლოდ ამ 

ცხრილით იხელმძღვანელებს, მაშინ ჩვენ მას ნულოვანი რანგის მქონე ავტომატად 

ჩავთლით. თუ რგოლის ყველა ავტომატს ნულოვანი რანგი აქვს, მაშინ თამაშის 

მიზანი არ მიიღწევა. 
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ვთქვათ, ავტომატების რაღაც რიცხვს გააჩნია რეფლექსიის განსაზღვრული 

რანგი, ეს სულაც არ ნიშნავს, რომ ის სწორედ იწინასწარმეტყველებს მის მიერ 

გაანალიზერებული ავტომატთა რაღაც სიმრავლის რეაქციას. იგი შეიძლება 

ცდებოდებს. მაგ.: რაფლექსიის პირველი რანგის ქონისას ავტომატი ვარაუდობს, რომ 

მისი მეზობლები მოქმედებენ, როგორც ნულოვანი რანგის მქონე ავტომატები. მაგრამ 

სრულიად დასაშვებია, რომ მისი მეზობლები თვითონ არიან რეფლექსიის ნულზე 

მეტი რანგის მქონე ავტომატები. ამ შემთხვევაში, მათი ქცევის პროგნოზი არ 

დაემთხვევა მათ მიერ რეალურად შესრულებულ მოქმედებას. 

შესაძლებელია თუ არა რეფლექსიის რანგების ისე განაწილება, რომ კოლექტივმა 

მიიღოს მაქსიმალური მოგება. ამ ამოცანის ეგმ-ზე მოდელირებისას აღმოჩნდა, რომ 

კოლექტივი ყოველთვის ვერ აღწევს ამ გლობალურ ოპტიმუმს, არამედ მხოლოდ 

რეფლექსიის რანგების განსაზღვრულად განაწილებისას. მაგ.: ოპტიმუმი ყოველთვის 

მიიღწევა, როცა რგოლში მონაცვლეობენ ნულოვანი და პირველი რანგის მქონე 

ავტომატები. 

რეფლექსიის სხვადასხვა რანგების შემოტანით ავტომატების კოლექტივი გახდა 

არაერთგვაროვანი. სწორედ ეს არაერთგვაროვნება იძლევა საშუალებას 

გადავწყვიტოთ ოპტიმიზაციის ამოცანა, რაც შეუძლებელი იყო ერთგვაროვან 

კოლექტივებში. 

წარმოვიდგინოთ შემდეგი სიტუაცია: ყოველ დილით მწყემსს უწევს შემდეგი 

ამოცანის გადაწყვეტა: რომელ საძოვარზე გარეკოს თავისი ფარა. მისთვის ცნობილია 

კარგი საძოვრების რაღაც n რაოდენობა, მაგრამ მათ შესახებ სხვა მწყემსებმაც იციან 

და სრულიად შესაძლებელია, რომ არჩეულ საძოვარზე მისვლისას აღმოჩნდეს, რომ აქ 

საკვები უკვე სხვის მიერ არის მირთმეული. მაღალთმიანი საძოვრები არ იქნება 

დაკავებული, მაგრამ იქ ნაკლები საკვებია მოსალოდნელი. არის მესამე გამოსავალიც: 

ერთ-ერთი შესანიშნავი საძოვრის გაყოფა სხვა ფარასთან. ამ შემთხვევაში მის ფარას 

შესაძლებელზე ნაკლები ბალახის შეჭმა მოუწევს. 

მწყემსმა იცის, რომ მსგავს სიტუაციაში მეზობელ რაიონში ნაკვეთების 

განაწილების გრაფიკი შემოიღეს და იგი აღშფოთებულია ასეთის არ არსებობით 

თავის რაიონში. 

რა მოხდებოდა იგივე ამოცანის ამოხსნა ავტომატისთვის რომ დაგვეკისრებინა. 

ვთქვათ, ავტომატს საშუალება აქვს შეასრულოს რაღაც n მოქმედება (n საძოვრებს 

შორის არჩევანი). თითოეულს საძოვარს ავტომატი აფასებს ორი მაჩვენებლით: 

საძოვარზე ფარისათვის საკმარისი საკვების რაოდენობა x1i (სადაც i საძოვარის 

ნომერია) და  დასწრების მაჩვენებელი, რაც ასახავს იმ ავტომატთა საშუალო 

რაოდენობას, რომლებიც შეიძლება მასთან ერთდროულად აღმოჩნდნენ ამ i ნაკვეთზე 
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(x2i ). გავამარტივოთ ამოცანა და ჩავთვალოთ, რომ თითოეულ მახასიათებელს აქვს 

სამი შესაძლო მნიშვნელობა. მაშინ x1i=1 ნიშნავს, რომ i საძოვარზე არის ფარისათვის 

საკმარისი საკვები; x1i=0 - i საძოვარზე საკვები აშკარად არასაკმარისია, ხოლო x1i=0.5 - 

ავტომატს არ აქვს ინფორმაცია ამ საძოვარზე საკვების ოდენობის შესახებ. მეორე 

მახასიათებელს ექნება შემდეგი აზრი: x2i=1 - i საძოვარზე ერთდროულად იმყოფება 

ავტომატთა ისეთი რაოდენობა, რომ ამ საძოვრის რესურსები განაწილებისას 

საკმარისია ჩვენი ავტომატისათვის: x2i=0 ნიშნავს, რომ გაყოფისას საკვები აშკარად 

არასაკმარისი იქნება; ხოლო x2i=0.5 გვიჩვენებს ამ ინფორმაციის არარსებობას. 

შემოვიტანოთ Y ცვლადი, რაც ავტომატის გადაწყვეტილებას გვიჩვენებს. 

შევადგინოთ ამ სიტუაციის ამსახველი ცხრილი, სადაც Y=1 ნიშნავს, რომ ავტომატმა 

მიიღო წასვლის გადაწყვეტილება; Y=0 - არ წასვლის გადაწყვეტილება, ხოლო Y=0.5 - 

ავტომატი ვერ იღებს გადაწყვეტილებას. ცხრ.2. გვაძლევს ორ არგუმენტზე 

დამოკიდებულ სამმაგი ლოგიკის ხუთი ფუნქციის პრობლემის ინექციას. ყველაზე 

მარტივია Y1 ფუნქცია. ამ ფუნქციას შეგვიძლია ვუწოდოთ ობიექტური. Y2 და Y3  

ფუნქციები პრობლემის პესიმისტურ ხედვას ასახავენ (მათ შორის Y3 უკიდურესია). 

დარჩენილი Y4  და Y5  ფუნქციები საწინააღმდეგო - ოპტიმისტურ ხედვას ასახავენ.  

ასე, რომ, რეფლექსიის რანგების მსგავსად შეგვიძლია შემოვიტანოთ პესიმიზმ-

ოპტიმიზმის რანგები. ჩავთვალოთ, რომ ობიექტური ფუნქცია ნულოვანი რანგისაა. 

ჩვენ შემთხვევაში (ორი არგუმენტის არსებობისას) პესიმიზმ-ოპტიმიზმის რანგები 

არის 1 და 2. არგუმენტების ზრდისას შესაბამისად იზრდება რანგების რიცხვიც. 

 

x1 x2 Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0.5 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 

0.5 0 0 0 0 0 0 

0.5 0.5 0.5 0 0 0.5 1 

0.5 1 0.5 0 0.5 1 1 

1 0 0 0 0 0 0 
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1 0.5 0.5 0 0.5 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 

ცხრ. 2. 

ავტომატთა კოლექტივი საერთო ოპტიმალურ შედეგს აღწევდა მხოლოდ 

პესიმიზმ-ოპტიმიზმის რანგების გარკვეული განაწილებისას. 

თუ მოდელში ადგილი აქვს ავტომატთა ”გადაშენების” ფაქტს (ჩვენს  

შემთხვევაში არასაკმარისი კვებისას), რაღაც დროის შემდეგ კოლექტივში იზრდება 

ზომიერი პესიმისტების პროცენტი, რომლებიც უფრო სიცოცხლისუნარიანები 

აღმოჩნდნენ. კოლექტივისთვის ყველაზე ნაკლებ სასარგებლო აღმოჩნდნენ 

უკიდურესად ოპტიმისტები და პესიმისტები , და ”გადაშენების” არსებობისას ისინი 

საერთოდ ქრებიან . საშუალოდ, ყველაზე მდგრადი გამოდგნენ ერთობლიობები, 

რომელთა შემადგენლობაში იყვნენ 40% ობიექტური ავტომატები, 40% ზომიერი 

პესიმისტები და 20% ზომიერი ოპტიმისტები. 

კოლექტივში, რომელიც შედგება სხვადასხვა ავტომატებისაგან 

(არაერთგვაროვანი კოლექტივი), პესიმისტები და ოპტიმისტები ირჩევენ იმ  

ნაკვეთებს, რომლებზეც უარს ამბობენ  ობიექტური ავტომატები, რასაც მივყავართ 

კოლექტივის ნაკვეთებზე ”გაშლამდე”. ამავე ეფექტს აღწევდა ერთგვაროვან 

ავტომატთა კოლექტივი საერთო სალაროს შემოტანით „განლაგების“ თამაშში.  

განხილული მასალა საშუალებას იძლევა ვთქვათ, რომ კოლექტიური ქცევის 

მოდელებში არაერთგვაროვნების შემოტანა ემსახურება იმავე მიზნებს, რასაც 

კოლექტივის მონაწილეებზე გარემოს მიზანმიმართული ზემოქმედების დამატებითი 

მექანიზმები და, დეცენტალიზაციის პირობებში საერთო ამოცანის გადაწყვეტისას 

მრავალგვაროვანი კოლექტივები იმავე ამოცანის ამოხსნისას.  

ჩვენს მიერ განხილულ ყველა მოდელს ქონდა ერთი თავისებურება. თუ 

ავტომატების კოლექტივს განვიხილავთ, როგორც რაღაც ბიოლოგიური, სოციალური 

ან ტექნიკური სისტემის წინა სახეს, გამოვა, რომ ეს სისტემა ფუნქციონირებს 

პარალელურ რეჟიმში ანუ მისი ყველა ქვესისტემა მოქმედებს ერთმანეთისგან 

დამოუკიდებლად და ისინი არ ელიან სხვა ქვესისტემების მოქმედების შედეგებს. 

სინამდვილეში, ასეთი მდგომარეობა მეტად იშვიათია. რთულ სისტემებში 

ქვესისტემების მოქმედება ხშირად ურთიერთდაკავშირებული და დამოკიდებულია. 

ასეთ პირობებში საჭირო ხდება დეცენტრალიზირებული მართვა, თუმცა ამ 

პრობლემის განხილვა ჩვენს ამოცანაში არ შედის. 
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სავარჯიშოები: 

1. მოცემულია  მარკოვის ჯაჭვის მდგომარეობებს შორის ერთ ბიჯზე გადასვლის 

ალბათობათა მატრიცა.  

  (
  ⁄   ⁄   ⁄

  ⁄   ⁄   ⁄

  ⁄   ⁄   ⁄
),      (

   ⁄   ⁄

  ⁄    ⁄

  ⁄   ⁄  
). 

განსაზღვრეთ მდგომარეობათა რაოდენობა და ააგეთ შესაბამისი გრაფები. იპოვეთ     

და      . იპოვეთ სტაციონალური ვექტორი. 

2. მოცემულია  მარკოვის ჯაჭვის მდგომარეობებს შორის ერთ ბიჯზე გადასვლის 

ალბათობათა მატრიცა.  
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

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

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0100
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
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
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1000
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განსაზღვრეთ მდგომარეობათა რაოდენობა. ააგეთ შესაბამისი გრაფები. განსაზღვრეთ 

სხვადასხვა მდგომარეობათა პერიოდულობა და იპოვეთ სტაციონალური ვექტორი. 

3.  წრეწირზე აღნიშნულია ხუთი წერტილი. ნებისმიერი წერტილიდან მეზობელ 

წერტილში გადასვლა ხორციელდება 1/2-ის ტოლი ალბათობით. იპოვეთ გადასვლის 

მატრიცა და სტაციონალური ვექტორი. 

4.  მოახდინეთ შემდეგი ოთხი ჯაჭვის მდგომარეობათა კლასიფიკაცია და  თითოეულ 

შემთხვევაში იპოვეთ    
  და      ,  თუ P მატრიცის სტრიქონებია: 

ა) (0, 1/2, 1/2), (1/2, 0, 1/2), (1/2, 1/2,0) 

ბ) (0, 0, 0, 1), (0, 0, 0, 1), (1/2,1/2, 0, 0), (0, 0, 1, 0) 

გ) (1/2, 0, 1/2, 0), (1/2,1/2, 1/4, 0), (0, 0,1/2,1/2), (1/2, 0, 1/2, 0). 

5. მოცემულია მარკოვის ჯაჭვი მდგომარეობებს შორის ერთ ბიჯზე გადასვლის 

ალბათობათა მატრიცით 

  (
    

    
),           

   c  და  d–ს  მნიშვნელობებს დაადევით ისეთი პირობები, რომ ჯაჭვი იყოს:  
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ა) ერგოდული  

ბ) მშთანთქავი 

 გ) ციკლური 

6. მოცემული ჯაჭვებიდან რომელია ერგოდული, მშთანთქავი? ერგოდული 

ჯაჭვებიდან რომელია რეგულარული? 

I.    (
      
      

) 

II.   (
   
   

         
) 

 

III.   (
       
   
   

) 

 

IV.   





















3/13/13/10

3/13/13/10

3/13/13/10

0001

 

 

V.   (
   
   

       
) 

 

VI.   (
   
   
   

) 

 

7.  ვთქვათ   მარკოვის ჯაჭვის მდგომარეობებს შორის ერთ ბიჯზე გადასვლის 

ალბათობათა მატრიცაა  

   (
      
  

), 

ხოლო საწყისი ვექტორებია: 
a)         

b)     
 

 
 
 

 
  

g)          

სამივე შემთხვევაში შეავსეთ ცხრილი 
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n-ური 

ცდა 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

              

              

 

შემდეგ ამოხსენით       განტოლება და იპოვეთ სტაციონალური   ვექტორი. 

8. მოცემულია ერთგვაროვანი მარკოვის ჯაჭვის გადასვლის ალბათობათა მატრიცა 

  (
   

       
   

) 

და საწყის ალბათობათა ვექტორი ( 0,2 ; 0,5 ; 0,3 ). იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ ორი 

ბიჯის განმავლობაში სისტემა არ შეიცვლის მდგომარეობას. 

9. ორ ყუთში მოთავსებულია 3 ბურთულა. ყოველ წამს შემთხვევით ირჩევენ ერთ 

ბურთულას და სდებენ ერთი ყუთიდან მეორეში. მარკოვის ჯაჭვის მდგომარეობად 

განვიხილოთ ბურთების რაოდენობა პირველ ყუთში. ამოვწეროთ ერთბიჯიანი 

გადასვლის ალბათობათა მატრიცა. 

10. მოცემულია ერთგვაროვანი მარკოვის ჯაჭვის გადასვლის ალბათობათა მატრიცა 

  (
       
   

       
) 

და საწყის ალბათობათა ვექტორი ( 0,3 ; 0,1 ; 0,6 ). იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ სამი 

ბიჯის შემდეგ სისტემა იქნება იგივე მდგომარეობაში, რომელშიც იმყოფებოდა საწყის 

მომენტში. 

11. მოცემულია  მარკოვის ჯაჭვის გადასვლის ალბათობათა მატრიცა 

  (
         
   

       
). 

იპოვეთ   n –ბიჯიანი  (n  =2,3) გადასვლის მატრიცა. 
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12.   შესაძლებელია  თუ არა, რომ ნებისმიერი სტოქასტური მატრიცა წარმოადგენდეს 

მარკოვის  რაიმე ჯაჭვის მდგომარეობებს შორის ორ ბიჯზე გადასვლის  მატრიცას? 

13.  შესაძლებელია  თუ არა, რომ  მდგომარეობათა სასრული რაოდენობის მქონე 

მარკოვის ჯაჭვის ყველა მდგომარეობა იყოს არაარსებითი? 

14. შესაძლებელია თუ არა, რომ  მდგომარეობათა თვლადი რაოდენობის მქონე 

მარკოვის ჯაჭვის ყველა მდგომარეობა იყოს არაარსებითი? 

15. მოცემულია  მარკოვის ჯაჭვის მდგომარეობებს შორის ერთ ბიჯზე გადასვლის 

ალბათობათა მატრიცა 

  (

      
    

      
    

    
  

    
  

). 

ჩამოთვალეთ შეტყობინებად მდგომარეობათა ყველა წყვილი. 

16.  მოცემულია  მარკოვის ჯაჭვის მდგომარეობებს შორის ერთ ბიჯზე გადასვლის 

ალბათობათა მატრიცა. იქნება თუ არა ეს ჯაჭვი პერიოდული? პერიოდული ჯაჭვის 

შემთხვევაში იპოვეთ პერიოდი. 

ა.   (

  
  

  
  

  
  

  
  

)         ბ.     (

      
    

  
    

  
    

      
    

). 

 

17. მიუთითეთ დაბრუნებადი და არადაბრუნებადი მდგომარეობები, თუ მარკოვის 

ჯაჭვის მდგომარეობებს შორის ერთ ბიჯზე გადასვლის ალბათობათა მატრიცაა 

     (

      
    

  
    

  
  

      
  

). 

18. ერგოდულია თუ არა მარკოვის ჯაჭვი, თუ ჯაჭვის მდგომარეობებს შორის ერთ 

ბიჯზე გადასვლის ალბათობათა მატრიცაა 

1.     (
      
  

)     
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  2.     (
  

      
)   

 

3.      (
      
      

) 

 

4.      (
      
  

) 

 

5.      (
  
  

) 

 

 

6.        (
       
   

       
) 

 

   7.    (

  
  

  
  

      
      

  
      

) 

 

                 8.        (
         
   

       
) 

 

                  9.        (
       
   

         
) 

 

                 10.        (
       
   
       

) 

 

                 11.        (
       
       
         

) 

19.  მოცემულია ერგოდული ჯაჭვი  
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qoqP ,   1 pq . 

 ვიპოვოთ A და Z. 

20.  ცნობილია, რომ ერგოდულ ჯაჭვს აქვს  
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
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
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441

441

332

M

 

 მატრიცა. ვაჩვენოთ, რომ ეს ჯაჭვი ციკლურია. 

21.  1- ლ  მაგალითში P–ს რა მნიშვნელობისათვის იქნება ჯაჭვი შებრუნებადი. 

22.  ვიპოვოთ M   1- ლი  მაგალითისათვის. 

23.  დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი ერგოდული ორმდგომარეობიანი ჯაჭვი 

შებრუნებადია. 

24.  ვთქვათ        
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2

1
P –თვის  შემდეგი ორი გახლეჩისათვის რომელი  იძლევა  მარკოვის  

ჯაჭვის გამსხვილებას?  

1.      42531 , SSSSSA   

2.        34251 ,, SSSSSB   

25.  ვიპოვოთ ისეთი გახლეჩა სამ ჯგუფად, რომლის დროსაც 
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პროცესი გამსხვილებადია. 

26. ცნობილია, რომ მარკოვის ჯაჭვი სრულად განისაზღვრება საწყისი განაწილებით 

და ერთბიჯიანი გადასვლის მატრიცით. განისაზღვრება თუ არა მარკოვის ჯაჭვი 

საწყისი განაწილებით და ორბიჯიანი გადასვლის მატრიცით? 

 

27. განსაზღვრეთ, თუ     და    პარამეტრების რა მნიშვნელობებისათვის მარკოვის 

ჯაჭვი ცალსახად განისაზღვრება საწყისი განაწილებით და ორბიჯიანი გადასვლის 

მატრიცით: 

     (
    

    
) . 

 

28. მარკოვის ჯაჭვს აქვს ერთბიჯიანი გადასვლის მატრიცა 

 

     (
    

    
). 

 

იპოვეთ    ბიჯზე გადასვლის მატრიცა და ზღვარი, როცა    . 

 

29.            წერტილები წარმოადგენენ წესიერი   - კუთხედის წვეროებს. 

რაიმე ნაწილაკი შემთხვევით ხეტიალობს აღნიშნულ წერტილებზე. განსაზღვრეთ, 

არის თუ არა ნაწილაკის მდგომარეობათა მიმდევრობა მარკოვის ჯაჭვი, თუ 

ა) ნაწილაკი დეტერმინირებულად მოძრაობს საათის ისრის მიმართულებით; 

ბ) ნაწილაკი საწყის მომენტში შემთხვევით ირჩევს მიმართულებას და შემდეგ 

მუდმივად მოძრაობს არჩეული მიმართულებით; 

გ) ნაწილაკი        წერტილიდან  მეზობელ წერტილში   ალბათობით 

გადაადგილდება საათის ისრის მიმართულებით, ხოლო       ალბათობით 

საათის ისრის საწინააღმდეგო მიმართულებით.     წერტილში მოხვედრის 

შემდეგ ნაწილაკი ბრუნდება იმ წერტილში, რომლიდანაც ის მოხვდა    

წერტილში. 
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30. დროის საწყის მომენტში ურნაში    რაოდენობის თეთრი და     

რაოდენობის შავი ბირთვებია. დროის ყოველ მომენტში ურნიდან იღებენ ერთ 

ბირთვს დაბრუნების გარეშე. ვთქვათ დროის    მომენტში ურნაში 

   რაოდენობის თეთრი და      რაოდენობის შავი ბირთვია. რომელი 

მიმდევრობები ქმნიან მარკოვის ჯაჭვს და რომელი არა? 

ა)      ,      ბ)       ,   გ)          ,   დ)  (        წყვილი,  

ე)                     ? 

 

31. მარკოვის ჯაჭვის  ერთბიჯიანი გადასვლის მატრიცაა 

 

  

(

 
 

             

   
   
 

  
       
   
     

 
   
   

            )

 
 

. 

 

მიუთითეთ არსებით და არაარსებით მდგომარეობებზე. 

 

32. შეიძლება თუ არა მდგომარეობათა სასრული სიმრავლის მარკოვის ჯაჭვის 

ყველა მდგომარეობა იყოს არაარსებითი? 

 

33. მარკოვის ჯაჭვის  ერთბიჯიანი გადასვლის მატრიცაა 

 

  (

            

 
 

      
      

 
 

          

). 

 

ჩამოთვალეთ შეტყობინებად მდგომარეობათა ყველა წყვილი. 

 

34. პერიოდულია თუ არა მარკოვის ჯაჭვი, თუ ჯაჭვის  ერთბიჯიანი გადასვლის 

მატრიცაა  

 

ა)      (

        
 
 

      
       

 
 
 

         

)  ,   ბ)     (

           

 
 

      
    

 
   

              

) . 

 

პერიოდულობის შემთხვევაში რა არის მისი პერიოდი? 
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35.  მარკოვის ჯაჭვის ყველა მდგომარეობა არის თუ არა დაბრუნებადი, თუ 

 

ა)    (
  
  

) ;    ბ)     (

          

 
   

    
    

   
 

              

) ;     გ)     (

             

   
 

      
      

 
   

                

). 

 

36.  მარკოვის ჯაჭვის  ერთბიჯიანი გადასვლის მატრიცაა  

 

ა)     (

             

   
 

      
      

 
   

                

) ;            ბ)     (

           

 
 

      
    

 
   

              

); 

 

გ)    

(

 
 

             

   
   
 

  
       
   
     

 
   
   

            )

 
 

;       დ)    (

            

 
 

      
      

 
 

          

). 

 

იპოვეთ სტაციონარული განაწილება. 

 

37.   ერგოდულია თუ არა მარკოვის ჯაჭვი, თუ მარკოვის ჯაჭვის  ერთბიჯიანი 

გადასვლის მატრიცაა  

 

ა)    (
  
  

) ;                 ბ)    (
  
  

) ;   

 

 გ)    (
  
  

) ;                 დ)    (
      
  

) ; 

 

ე)    (
      
  

) ;                 ვ)    (

        
 

   
     
     

 
 

             

);  

 

 ზ)    (

       
       

       
). 

 

38.  ვთქვათ მარკოვის ჯაჭვს აქვს ორი მდგომარეობა. აჩვენეთ, რომ ადგილი 

ექნება ერთ-ერთ შემთხვევას შემდეგი სამიდან:  

ა) ჯაჭვი ერგოდულია;   
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ბ) მდგომარეობები არ არიან შეტყობინებადი;   

გ)  მარკოვის ჯაჭვის  ერთ ბიჯზე გადასვლის მატრიცას აქვს 

 

  (
  
  

) 

სახე. 

 

39.   ორ მდგომარეობიანი მარკოვის ერგოდული ჯაჭვის ზღვრული 

ალბათობებია      და       . იპოვეთ ერთ ბიჯზე მდგომარეობებს შორის 

გადასვლის მატრიცა. 

 

40.  ცნობილი სტატისტიკური წესის „ან    სიგრძის წარმატებათა სერია , ან    

სიგრძის წარუმატებლობათა სერია„  მიხედვით ააგეთ ორმოქმედებიანი 

სასრული ავტომატის მოდელი. 

 

41.   ააგეთ ორმოქმედებიანი სასრული ავტომატის მოდელი იმ შემთხვევაში, 

როცა ყოველ პარტიაში მოთამაშის წაგების ალბათობაა       ,  ხოლო 

მოგების ალბათობა              . 

 

42.  ააგეთ ორმოქმედებიანი სასრული ავტომატის მოდელი იმ შემთხვევაში, 

როცა ყოველ პარტიაში მოთამაშის წაგების ალბათობაა   ,   მოგების 

ალბათობა   , ხოლო ფრედ დამთავრების ალბათობა              .   

43.   კომერციული საწარმოს თანამშრომლები დაყოფილია სამ ჯგუფად: 

    --  მაღალანაზღაურებადი; 

   - საშუალო შემოსავლიანი; 

    -- დაბალშემოსავლიანი. 

       სტატისტიკური გამოკვლევით შეფასებულია თანამშრომლების ერთი ჯგუფიდან 

სხვა ჯგუფში გადასვლის ალბათობა ერთი წლის განმავლობაში. ამავე დროს 

გასათვალისწინებელია დათხოვნის შესაძლებლობა-   . სტოქასტურ მატრიცას აქვს 

სახე       

   (

                  
   
 

       
       

   
   

          

). 

       იპოვე ალბათობა, რომ ორი წლის შემდეგ  
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      ა)  საშუალო შემოსავლიანი  თანამშრომელი შეიძლება გახდეს 

მაღალანაზღაურებადი,  დაბალანაზღაურებადი; 

      ბ)  დაბალანაზღაურებადი  თანამშრომელი შეიძლება  დათხოვნილი იქნეს.  

       

44. ორი A და  B ავტომობილი ქირავდება ერთი და იგივე ფასად. 

ავტომობილის შესაძლებელი მდგომარეობებია 

    - კარგად მუშაობს; 

    - საჭიროებს რეგულირებას. 

  სტოქასტურ მატრიცებს აქვს სახე. 

   (
      

       
) ,          (

      
      

). 

     ორივე ავტომობილისათვის იპოვე სტაციონარული ალბათობები. რომელი 

ავტომობილის დაქირავებაა მიზანშეწონილი? 

  


